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RÉSUMÉ 
 
La fraction massique des constituants au sein d’un mélange multi-constituants, cesse d’être 
homogène lorsque ce dernier est soumis à un gradient thermique. En effet, la présence d’un 
gradient thermique engendre une diffusion de masse au sein du mélange détruisant cette 
homogénéité. Cet effet connu depuis le XIXe siècle porte le nom de la thermodiffusion, ou 
encore l’effet Soret. On définit la diffusion thermogravitationnelle comme étant le couplage 
entre la thermodiffusion et la convection.  
La diffusion thermogravitaionnelle peut conduire à des séparations importantes dans les 
fluides multi-constituants comparée à la thermodiffusion. On s’intéresse dans ce travail de 
thèse, comportant une partie numérique et théorique, aux différentes structures d’écoulement 
et à la séparation des espèces d’une solution binaire remplissant une cavité parallélépipédique 
fluide ou poreuse. La cavité, placée dans le champ de la pesanteur, est soumise au niveau de 
ses parois horizontales et verticales à des densités de flux uniformes et croisés. 
L’analyse dimensionnelle de ce problème de convection thermogravitationnelle fait ressortir 
un certain nombre de paramètres sans dimension à savoir les nombres de Rayleigh 
thermique 𝑅𝑎, de Prandtl 𝑃𝑟, de Lewis 𝐿𝑒, le facteur de séparation 𝜓, le rapport des densités 
horizontale et verticale de flux a et les rapports d’aspect de la cavité A en 2D et 𝐴𝑥 et 𝐴𝑦en 
3D. Pour mettre en évidence l’importance de la séparation des espèces dans la cavité 
rectangulaire en fonction de ces paramètres (𝑅𝑎, 𝑃𝑟, 𝐿𝑒, 𝜓 et 𝐴), nous avons mené une étude 
analytique dans le cas où A>>1. Cette étude basée sur l’hypothèse de l’écoulement parallèle 
dans la plus grande partie de la cavité à l’exception des voisinages des parois verticales, a 
conduit à des résultats en parfaites concordances avec les résultats de simulations numériques 
directes utilisant le code industriel Comsol. 
L'exploitation numérique en 2D en utilisant Comsol et en 3D avec Comsol et un code de 
calcul maison basé sur les volumes finis sont en très bon accord avec les résultats analytiques 
obtenus. 
Une fois les conditions permettant la séparation maximale obtenues 𝑅𝑎 ( 𝐿𝑒, 𝜓, 𝑎), nous 
avons étudié la stabilité linéaire de l’écoulement de la solution d’équilibre et de l’écoulement 
unicellulaire associé. On a obtenu que le nombre de Rayleigh critique 𝑅𝑎𝑐 associé à la perte 
de stabilité de la solution unicellulaire est supérieur au Rayleigh optimal 𝑅𝑎𝑜𝑝𝑡, conduisant à 
la séparation maximale et ce ∀ 𝑃𝑟, 𝐿𝑒, 𝜓, 𝐴. 
Nous avons aussi montré au cours de ce travail, en milieu fluide ou poreux que, la 
configuration étudiée conduit pour deux relations particulières reliant les différents 
paramètres adimensionnels du problème à une situation d’équilibre mécanique associée à des 
gradients de température et de concentration non nuls. La stabilité linéaire des solutions 
d’équilibre mécanique  obtenues a aussi été étudiée. 
 
 
 ABSTRACT 
 
The mass fraction of the components in a multi-component mixture ceases to be 
homogeneous when it is subjected to a thermal gradient. Indeed, the presence of a thermal 
gradient causes mass distribution within the mixture which destroys this homogeneity. This 
effect known since the nineteenth century is called thermodiffusion, or the Soret effect. The 
thermogravitational diffusion is defined as the coupling between the thermodiffusion and 
convection. 
The thermogravitational diffusion may lead to significant separations in fluids multi 
components compared to thermodiffusion. We focus in this thesis, including both numerical 
and theoretical parts, on the different flow structures and species separation of a binary 
solution filling a rectangular fluid or porous cavity. The cavity, placed in the gravity field is 
subjected to uniform heat fluxes densities at the horizontal and vertical walls.   
Dimensional analysis of this thermogravitational convection problem reveals a number of 
dimensionless parameters namely: thermal Rayleigh number 𝑅𝑎, Prandtl number 𝑃𝑟, Lewis 
number 𝐿𝑒, the separation ratio 𝜓, the ratio of horizontal to vertical flux densities 𝑎 and the 
aspect ratio of the cavity 𝐴  in 2D study and 𝐴𝑥, 𝐴𝑦 in 3D study. To highlight the importance 
of the species separation in the rectangular cavity as a function of these parameters 
(𝑅𝑎, 𝑃𝑟, 𝐿𝑒, 𝜓 𝑒𝑡 𝐴), we conducted an analytical study for 𝐴 ≫ 1. This study based on the 
parallel flow approximation in the core region of the cavity, led to results in perfect 
concordance with the results of direct numerical simulations using the industrial Comsol code. 
The numerical exploitation in 2D using Comsol, and 3D using Comsol and CFD code based 
on a finite volume method are in very good agreement with the analytical results. 
Once the conditions for maximum separation have been obtained 𝑅𝑎 ( 𝐿𝑒, 𝜓, 𝑎) we studied 
the linear stability of the equilibrium solution and the associated unicellular flow. We 
obtained that the unicellular solution found to lose its stability with 𝑅𝑎𝑐 higher than the 
𝑅𝑎𝑜𝑝𝑡. 
We have also shown in this work, either in fluid or porous medium, that the studied 
configuration leads for two particular relations which relate the different dimensionless 
parameters of the problem to a mechanical equilibrium situation associated with nonzero 
temperature and concentration gradients. The linear stability of these two equilibrium 
solutions is studied as well. 
 
  
Nomenclature   
 
𝑎 rapport des densités de flux thermique 𝑇0
′ température à l’état de référence 
𝐴𝑥 
𝐴𝑦 
rapport d’aspect selon la direction x 
rapport d’aspect selon la direction y 
(𝑢, 𝑣) composantes du vecteur vitesse 
𝐶𝑇 gradient de température selon 𝑒𝑥⃗⃗  ⃗ Greek symbols 
𝐶𝑆 gradient de fraction massique selon 𝑒𝑥⃗⃗  ⃗ 𝛼 diffusivité thermique [𝑚
2𝑠−1] 
𝐶0
′  fraction massique initiale du constituant le 
plus lourd du mélange 
𝛽𝐶 coefficient d’expansion massique 
𝐷 coefficient de diffusion isotherme [𝑚2𝑠−1] 𝛽𝑇 coefficient d’expansion thermique [𝐾
−1] 
𝐷𝑇 coefficient de thermodiffusion [𝑚
2𝑠−1𝐾−1] 𝜆𝑓
′ ′ conductivité thermique du milieu fluide 
[𝑊𝑚−1𝐾−1] 
𝑔 accélération de la pesanteur [𝑚 𝑠−2] λ′ conductivité thermique effective du milieu 
poreux saturé [𝑊𝑚−1𝐾−1] 
𝐻 épaisseur de la cavité selon 𝑒𝑥⃗⃗  ⃗ [𝑚] 𝜇 viscosité dynamique[𝑃𝑎𝑠] 
K  perméabilité du milieu poreux 𝜈 viscosité cinématique [𝑚2𝑠−1] 
𝐿 longueur de la cavité selon 𝑒𝑦⃗⃗⃗⃗  [𝑚] 𝜌 masse volumique[𝑘𝑔 𝑚
−3] 
𝐿𝑒 nombre de Lewis 𝜓 facteur de séparation  
𝑃 pression [Pa] 𝜖∗ porosité du milieu poreux 
𝑃𝑟 nombre de Prandtl  𝜖 porosité normalisée du milieu poreux 
𝑅𝑎 nombre de Rayleigh 𝜎 rapport des capacités calorifiques volumiques 
𝑆 séparation des espèces φ  fonction de courant 
𝑆𝑇 coefficient Soret[𝐾
−1] indices 
𝑡 temps adimensionnel  ′ pour les  variables dimensionnels 
𝑇 température adimensionnelle 0 se réfère à l’état de référence 
 
 
 
  
 Chapitre 1                                  
Introduction générale 
L’objective générale de ce travail, de nature numérique et analytique, est d’améliorer le 
procédé de séparation thermogravitationnelle des espèces d’un mélange binaire initialement 
homogène. On se propose d’étudier la séparation des espèces d’un fluide binaire confiné dans 
une cavité rectangulaire soumise à des flux de chaleur croisés, dans un milieu fluide ou 
poreux. L’importance du problème vient du fait que dans la plus part des mélanges l’un des 
constituants a une importance particulière dans l’industrie, il est donc important de pouvoir 
l’extraire du mélange. Il est ainsi possible par exemple d’enrichir le méthane en 13𝐶𝐻4 jusqu’à 
une pureté de 99,998 % en partant d’un mélange de teneur comprise entre 55 et 70 %. 
La diffusion thermogravitationnelle est également importante pour expliquer certaines 
différences de concentration observées dans la nature, par exemple la différence d’humidité 
relative autour des réservoirs destinés au stockage des déchets nucléaires ce qui conduit à la 
corrosion des parois du réservoir. 
De nombreux travaux récents ont étudié le problème de la séparation par diffusion 
thermogravitationnelle. En 2006, Elhajjar et al. [1], ont proposé une nouvelle procédure pour 
la séparation des espèces d’un mélange binaire confiné dans une cavité rectangulaire 
horizontale. Les parois horizontales sont soumises à un gradient de température verticale, 
tandis que les parois verticales sont adiabatiques. Ils ont obtenu une séparation de l’ordre de 
10% pour des valeurs raisonnables de longueur de la cavité de l’ordre de 500[mm] et pour des 
épaisseurs de l’ordre de 2[mm] (à peu près 10 fois plus grandes que l’épaisseur dans les 
colonnes verticales). En 2008, Elhajjar et al. [2] ont utilisé une cavité horizontale poreuse 
pour  étudier la séparation thermogravitationnelle des composants d’un mélange de fluide 
binaire. Ils ont montré qu'il est possible d'obtenir une séparation optimale avant que 
l'écoulement unicellulaire ne perde sa stabilité. Les auteurs ont montré également que le 
nombre de Rayleigh conduisant à la séparation optimale dans une cellule horizontale était plus 
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grand que celui obtenu dans une cellule verticale (TGC), ce qui permet d’obtenir une plus 
grande séparation. En 2010, Elhajjar et al. [3] ont présenté une étude théorique et numérique 
de la séparation des espèces dans une cavité poreuse inclinée. Ils ont montré que la séparation 
peut être sensiblement augmentée pour une valeur optimale de l'angle d'inclinaison. Les 
résultats analytiques obtenus ont été corroborés par  simulations numériques, et par des 
expériences réalisées avec une solution de CuSO4. 
Charrier-Mojtabi et al.[4] ont étudié analytiquement et numériquement la naissance de la 
convection thermosolutale avec prise en compte de l’effet Soret, dans une couche mince 
horizontale poreuse remplie d’un mélange binaire et soumise à un flux de chaleur vertical sur 
ces deux parois horizontales. Les auteurs ont fait une comparaison avec la séparation obtenue 
dans des colonnes verticales différentiellement chauffées. Les auteurs ont montré que même si 
la valeur maximale de la séparation est la même pour les deux configurations, l’utilisation de 
cellules horizontales permet d’obtenir une plus grande quantité de produit séparée. Le 
maximum de séparation est obtenu en situation horizontale pour une plus grande valeur du 
nombre de Rayleigh et donc une épaisseur de cellule plus grande.  
Ouattara et al. [5] ont étudié la stabilité linéaire de la solution d’équilibre et de la solution 
unicellulaire dans une cavité horizontale de grande extension longitudinale remplie d’un 
milieu poreux saturé par un mélange binaire délimitée par deux parois de même épaisseur et 
de même conductivité thermique, les surfaces extérieures de ces parois sont soumises à un 
flux de chaleur constant. Ils ont trouvé que la solution d’équilibre perd sa stabilité via une 
bifurcation stationnaire ou une bifurcation de Hopf compte tenu des valeurs des paramètres 
adimensionnels considérés. Ils ont également déterminé les paramètres critiques (le nombre 
de Rayleigh critique et le nombre d’onde critique) associés à la transition entre la solution 
d’équilibre et l’écoulement unicellulaire. Récemment, Ouattara [6] a étudié analytiquement et 
numériquement l’influence de la conductivité thermique et de l’épaisseur des parois qui 
délimitent une cavité poreuse rectangulaire horizontale sur la séparation 
thermogravitationnelle des constituants d’un mélange binaire. Il a montré que la séparation 
des espèces d’une solution binaire dépend fortement de 𝛿 (rapport de l’épaisseur des parois 
sur l’épaisseur de la couche poreuse) et de 𝑑 (rapport de leur conductivité thermique 
respective) pour des valeurs du nombre de Rayleigh supérieures au nombre de Rayleigh 
conduisant à la séparation maximale. Il a montré également que la séparation est sous-estimée 
lorsqu’on ne prend pas en compte l’effet des caractéristiques thermiques des parois. 
Plus récemment, Khouzam et al.[7;8] ont étudié un nouveau procédé permettant la séparation 
des espèces dans une cavité rectangulaire horizontale remplie d’un fluide binaire, chauffée par 
le haut ou par le bas. Les parois horizontales de la cavité sont imperméables et soumises à des 
températures constantes. Les autres parois sont imperméables et adiabatiques. Les parois 
horizontales supérieure et/ou inférieure de la cavité sont mises en mouvement avec deux  
vitesses horizontales de sens contraire. Ce nouveau procédé permet de découpler le gradient 
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thermique de la vitesse convective, en disposant de deux paramètres de contrôle, la vitesse 
appliquée sur les parois et la différence de température imposée. Ils ont déterminés la 
séparation analytiquement en fonction de nombre de Péclet massique et du nombre de 
Rayleigh massique. Ils ont montré que le maximum de séparation est obtenu dans le cas où 
deux vitesses de même valeur mais de sens opposés sont appliquées aux parois supérieure et 
inférieure, et ce maximum est supérieur de 15.5% à celui obtenu dans le cas où aucune vitesse 
n’est pas appliquée aux parois horizontales. Ils ont également effectué des simulations 
numériques 2𝐷 et 3𝐷 pour corroborer les résultats analytiques obtenus, un bon accord entre 
ces deux approches a été trouvé. Un meilleur accord entre les résultats analytiques et 
numériques 3𝐷 a été obtenu pour les grandes valeurs de la profondeur de la cellule. Ces 
mêmes auteurs ont étudié l’influence de la vitesse appliquée aux parois supérieure et 
inférieure sur le temps de relaxation. Ils ont montré qu’à nombre de Rayleigh fixé, plus la 
vitesse appliquée à la paroi est élevée plus le temps de relaxation diminue. 
Khouzam et al. [7] ont repris l’étude précédente en appliquant sur les parois horizontales un 
flux de chaleur constat au lieu de température constante. Ils ont déterminés analytiquement et 
numériquement la séparation en fonction du nombre de Péclet et du nombre de Rayleigh. Les 
résultats de simulations numériques directes sont en très bon accord avec les résultats 
analytiques obtenus. 
1.1 L’Effet Soret
Le comportement des fluides multiconstituants est caractérisé par de nombreux phénomènes 
n’ayant pas cours dans les fluides purs. En particulier, lorsqu’un mélange de fluide binaire, 
initialement homogène, est soumis à une différence de température, on observe une migration 
relative des constituants les uns par rapport aux autres. Selon les espèces et les conditions 
thermodynamiques, cette migration partielle s’effectue vers les zones chaudes ou froides. Ce 
dernier phénomène est connu sous le nom de la thermodiffusion ou encore de l’effet Soret. 
On attribue la découverte du processus de thermodiffusion à Carl Ludwig [9] en 1856, 
médecin et physicien allemand, qui observa expérimentalement qu’une solution de sulfate de 
soude, donc un mélange de fluide, inégalement chauffé cesse d’être homogène en 
composition. Il faudra ensuite attendre les travaux sur la thermodiffusion de solutions 
électrolytiques du suisse Charles Soret à partir de 1879 [10, 11]. 
Charles Soret [12] a mis expérimentalement en évidence la présence d’un gradient de 
concentration ionique opposé au gradient thermique, en observant une migration des ions vers 
les parties froides de son récipient.  
Il est important de noter les travaux de Dufour qui, en 1872, avait déjà montré l’effet inverse 
qui porte son nom, à savoir l’apparition d’un gradient de température induit par un gradient de 
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concentration. Toutefois, cet effet est négligeable dans les solutions et n'est pris en compte 
que dans les mélanges de gaz. 
Entre 1887 et 1892, différents travaux en géologie ont pris en compte la thermodiffusion pour 
expliquer les phénomènes de différentiation magmatique provoqués par les gradients 
thermiques présents au sein du magma. Les résultats de ces travaux ont ensuite été remis en 
cause, dès 1893, alors qu’à cette époque le phénomène de diffusion thermogravitationnelle 
n’était pas encore connu. Ce n’est qu’à partir des années 1911 que les travaux de 
thermodiffusion ont été repris et un accord a été trouvé entre résultats expérimentaux et 
résultats basés sur la théorie cinétique des gaz. Les travaux relatifs à la séparation partielle des 
isotopes ont vu le jour bien plus tard. 
Dans un mélange de fluide binaire la diffusion des espèces a lieu en raison de la diffusion 
massique, de la diffusion barotropique et de la thermodiffusion. Le vecteur densité de flux de 
diffusion massique 𝐽  est donné  par Landau et Lifshitz [13]: 
 𝐽 = −𝜌𝐷[∇𝐶 + 𝑘𝑝∇𝑃 + 𝑘𝑇∇𝑇] (1.1)  
Où: ∇𝐶 est le gradient de fraction massique, ∇𝑃  le gradient de pression ∇𝑇 le gradient de 
température, 𝐷  coefficient de diffusion isotherme, 𝐷𝑘𝑇 = 𝐷𝑇 coefficient de thermodiffusion, 
𝐷𝑘𝑝 = 𝐷𝑝 coefficient barotropique. On retrouve cette relation de Landau et Lifshitz écrite 
sous la forme  suivante: 
 𝐽 = −𝜌(𝐷∇𝐶 + 𝐷𝑝∇𝑝 + 𝐹(𝐶)𝐷𝑇∇𝑇) (1.2)  
Où  𝐹(𝐶) est une fonction particulière de 𝐶 vérifie 𝐹(𝐶 = 0) = 0  et 𝐹(𝐶 = 1) = 0. 
Pour des valeurs de pression faibles ou modérées la barodiffusion peut être négligée et dans ce 
cas, le vecteur densité de flux de masse 𝐽 , est donné par: 
 𝐽 = −𝜌𝐷∇𝐶 − 𝜌𝐹(𝐶)𝐷𝑇∇𝑇 (1.3)  
 
Ainsi, la plupart des auteurs utilisent pour 𝐹(𝐶) la relation : 𝐹(𝐶) = 𝐶(1 − 𝐶). Ils font 
également l'hypothèse pour les très faibles valeurs de 𝐶 : 𝐶(1 − 𝐶) ≈ 𝐶0(1 − 𝐶0) où 𝐶0 est la 
valeur initiale de la fraction massique La validité de cette hypothèse doit être vérifiée pour 
chaque application. 
En outre, avec cette dépendance simple de la fraction massique, 𝐷𝑇 reste dépendant de la 
fraction massique et peut même changer de signe dans certains gammes de variations de la 
fraction massique et de la température, comme par exemple pour le système eau-éthanol 
(Kolonder et al. [14]). 𝐷𝑇 peut changer de signe en fonction de la température pour une valeur 
de 𝐶 donnée comme par exemple dans de 𝑙′𝑒𝑎𝑢 − 𝑁𝑎𝐶𝑙 au voisinage de 12 °C ( Mojtabi et al. 
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[15]).  Par conséquent, admettre que 𝐷𝑇 garde une valeur constante lors des variations de C et 
de T est une hypothèse justifiable uniquement pour de faibles variations de T et de C autour 
de 𝐶0 et 𝑇0 fraction massique et température initiale. 
Après un régime transitoire et en l'absence de gravité, la diffusion Soret et  celle de Fick 
s’opposent parfaitement, le vecteur densité de flux de matière est alors nul 𝐽 = 0) et dans ce 
cas le gradient de fraction massique ∇𝐶 est  donné en fonction du gradient thermique: 
(1.4)  𝛻𝐶 = −
𝐷𝑇
𝐷
𝐶0(1 − 𝐶0)𝛻𝑇  
Le rapport 
𝐷𝑇
𝐷
 est appelé coefficient Soret (ST). Si ST > 0, alors ∇𝐶 est de signe opposé à ∇𝑇. 
En d'autres termes, 𝐶augmente en s'approchant de la paroi froide de la cavité. La valeur 
absolue de ST reste assez faible et ne dépasse généralement pas 10
−2[𝐾−1]. Par conséquent, 
le gradient de fraction massique induit par l'effet Soret reste faible. Cependant dans de 
nombreux processus importants naturels, physiques ou technologiques le phénomène de 
thermodiffusion joue un rôle crucial. Par exemple, nous avons la convection thermohaline 
dans l’océan entraîné par des gradients de salinité associés aux différences de température, le 
transport de masse à travers les membranes biologiques induit par de très faibles gradients 
thermiques dans la matière vivante. La thermodiffusion joue un rôle important dans le 
processus de croissance cristalline. L’effet Soret ne peut pas être négligé dans de nombreux 
procédés industriels. La thermodiffusion et la baro-diffusion affecte de manière significative 
l'état la répartition des espèces dans les réservoirs pétroliers. 
1.2 Diffusion  thermogravitationnelle 
En 1938, Clusius et Dickel [16] réalisèrent un dispositif utilisant le champ de pesanteur pour 
générer un courant de convection, permettant ainsi d’accroître la séparation produite par la 
thermodiffusion dans un mélange gazeux. Ils ont rempli l’espace annulaire vertical avec un 
mélange binaire de gaz. Le cylindre intérieur est maintenu à une température uniforme Ti et le 
cylindre extérieur à la température 𝑇𝑒 < 𝑇𝑖. Le gradient de température horizontal appliqué à 
la colonne annulaire induit un écoulement convectif montant le long du cylindre intérieur 
chaud et descendant le long du cylindre extérieur froid, la diffusion thermique a lieu dans la 
direction horizontale. L’effet combiné de ces deux phénomènes, l’écoulement convectif 
vertical et la diffusion thermique horizontale, conduisent à une séparation importante dans la 
direction verticale. Cette méthode, appelée diffusion thermogravitationnelle, se révélait être 
efficace pour séparer complètement les isotopes de certains gaz. La même technique a ensuite 
été utilisée pour les liquides par Korsching et Wirtz [17] à partir de 1939. L’utilisation de la 
thermodiffusion pour la séparation des isotopes avait été suggérée par Chapman vingt ans plus 
tôt. Toutefois, aucune séparation appréciable n’a été mesurée jusqu’à ce que Clusius et Dickel 
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se rendent compte que la séparation des isotopes peut être considérablement améliorée par la 
convection. 
On doit les premières descriptions phénoménologiques de l’effet thermogravitationnel aux 
travaux d’Onsager en 1931 [18], de Furry, Jones et Onsager (théorie FJO) en 1939 [19] pour 
les mélanges gazeux. Cette théorie pose les bases permettant la mesure du coefficient de 
thermodiffusion. En 1942, De Groot [20] a étudié la séparation thermogravitationnelle dans 
un mélange liquide. Il a utilisé pour cela un dispositif constitué de deux plaques verticales et 
parallèles qui sont portées à des températures différentes. Au sommet et à la base de l’appareil 
se trouvent deux réservoirs qui sont en communication libre avec l’espace entre les deux 
plaques. Pour étudier ce problème théoriquement, De Groot a suivi la même démarche utilisée 
dans la théorie de Furry, Jones et Onsager [FJO] mais en remplaçant (1 − 𝐶) par 1 dans 
𝐶(1 − 𝐶). Il a obtenu dans ce cas, les expressions des concentrations dans les deux réservoirs. 
Il a ensuite étudié l’influence de l’écartement entre les deux plaques sur le rapport des 
concentrations en haut et en bas de la colonne.  
Quelques années plus tard, Jones et Furry [21] ont repris leurs travaux sur la diffusion 
thermogravitationnelle dans la colonne verticale avec plus de détails. Ils ont traité le problème 
de la colonne de thermogravitation pour des conditions aux limites variées et ont discuté les 
différentes hypothèses utilisées. Ils ont étudié également la séparation des isotopes dans une 
colonne à plusieurs étages. 
Majumdar [22], en 1951, a obtenu la solution exacte du problème de la thermogravitation en 
laissant le terme 𝐶(1 − 𝐶) variable. Ses résultats sont en bon accord avec les résultats 
expérimentaux obtenues par Clusius et Dickel [23]. 
Par la suite, le développement de la théorie des phénomènes irréversibles comprenant le 
processus de la thermodiffusion, par De Groot [24, 25] en 1945 et 1961, puis Casimir [26] en 
1954 et enfin par Prigogine [27] en 1961, a permis d’une meilleurs compréhension de la 
phénoménologie de l’effet Soret. Pour un mélange binaire, la densité est généralement 
fonction de la température et de la fraction massique 𝜌 =  𝜌 (𝑇, 𝐶). On en déduit que le 
gradient de masse volumique est fonction du gradient de température et du gradient de 
fraction massique:  
(1.5)  ∇𝜌 =
𝜕𝜌
𝜕𝑇
)
𝐶
∇T +
𝜕𝜌
𝜕𝐶
)
𝑇 
∇C   
 
Dans le cadre de l’approximation de Oberbeck-Boussinesq où les variations de 𝑇 et 𝐶 sont 
considérées suffisamment faibles pour que la masse volumique puisse s’exprimer comme une 
fonction  linéaire de la température locale et de la fraction massique: 
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(1.6)  
𝜌 = 𝜌0[1 − 𝛽𝑇(𝑇 − 𝑇0) − 𝛽𝐶(𝐶 − 𝐶0)]  
Où  βT, βC sont respectivement les coefficients d’expansion thermique et massique du fluide 
binaire : 
(1.7)  𝛽𝑇 = −
1
𝜌0
(
𝜕𝜌
𝜕𝑇
)𝐶 , 𝛽𝐶 = −
1
𝜌0
(
𝜕𝜌
𝜕𝐶
)𝑇 
 
Notons que 𝛽𝐶 est positif (négatif), si 𝐶 est considéré comme la fraction massique du 
composant le plus léger (plus lourd). 𝛽𝑇 est positif à température et pression ordinaire, à 
l’exception de l’eau pour 𝑇 < 4°𝐶. À l'état d'équilibre mécanique stationnaire, le gradient de 
fraction massique ∇𝐶 est donné par la relation (1.4) Remplaçant ∇𝐶 dans la relation (1.5) on 
obtient:  
(1.8)  ∇𝜌 = −𝜌0𝛽𝑇 (1 −
𝛽𝐶
𝛽𝑇
𝐷𝑇
𝐷
𝐶0(1 − 𝐶0))∇𝑇 = −𝜌0𝛽𝑇(1 + 𝜓)∇𝑇 
 
où 𝜓 désigne le facteur de séparation. Ce facteur peut être également exprimé en fonction du 
coefficient Soret : 
(1.9)  𝜓 = −
𝛽𝐶
𝛽𝑇
𝐷𝑇
𝐷
𝐶0(1 − 𝐶0) = −
𝛽𝐶
𝛽𝑇
𝐶0(1 − 𝐶0)𝑆𝑇 
 
Notons que le signe de 𝜓 est indépendant du choix du constituant de référence: en effet, en 
prenant la fraction massique du composé le plus dense au lieu du plus léger 𝐷𝑇 ainsi que 𝛽𝐶 
changent de signe laissant invariant le signe de 𝜓. 𝜓 représente la contribution de la fraction 
massique au variation de la masse volumique par rapport à la contribution de la température, 
indépendant de tout choix du constituant  le plus dense ou le moins dense. 
Dans le champ de pesanteur, une condition nécessaire d'équilibre mécanique d'un fluide exige 
que le gradient thermique imposé au domaine fluide soit dans la même direction que le champ 
de la pesanteur. 
Nous déduisons de l’équation (1.8) que pour 𝜓 > 0 la variation de la masse volumique est 
plus marquée lorsque la thermodiffusion (𝑆𝑇 =
𝐷𝑇
𝐷
) est prise en compte. Alors que, si le 
facteur de séparation  est négatif (-1 < 𝜓 < 0) la variation de la masse volumique est plus 
faible que dans le cas d'un fluide monoconstituant.  
Pour 𝜓 >  0, le nombre de Rayleigh critique linéaire associée à l'apparition de la convection 
dans le problème Rayleigh-Bénard (chauffage par le bas) en fluide binaire est plus petit que 
celui associé au fluide pur dans une cellule infinie horizontale (𝑅𝑎𝑐𝑟 = 1707,76), et plus grand 
pour −1 < 𝜓 < 0. Ce paramètre adimensionnel est largement utilisé pour décrire la 
convection dans les systèmes binaires en présence d'effet Soret. 
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En appliquant un gradient thermique horizontal à une colonne verticale remplie d'un mélange 
binaire, figure 1.1, le soluté migre vers la zone chaude/froide (effet Soret), et en présence de 
la convection naturelle, un des constituants sera entrainé vers le bas de la colonne et l'autre 
vers le haut.   
 
 
FIGURE 1-1 Schéma représentatif de la thermodiffusion et de la convection naturelle dans  
une colonne verticale remplie de fluide binaire. 
1.3 Convection thermosolutale avec effet Soret en 
milieu poreux 
Deux types de problèmes concernant la convection naturelle de fluides binaires ont été 
largement étudiés : la convection de double diffusion ou thermosolutale et la convection 
induite par effet Soret appelée thermodiffusion gravitationnelle.  
La convection thermosolutale, dite double-diffusive, concerne les processus combinés de 
transfert de masse et de chaleur, générés par les forces de flottabilité.  De tels phénomènes 
sont généralement appelés convection thermosolutale ou double-diffusion. Dans ce cas, le 
flux de masse est régie par la loi de Fick, le flux de masse est proportionnel au seul gradient 
de la fraction massique. La double-diffusion est un processus important en océanographie (où 
le sel et la chaleur diffusent sur des échelles de temps différentes), et joue un rôle dans les 
écoulements mantelliques dans la croûte terrestre, la métallurgie, la géologie, la croissance 
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cristalline et certaines applications technologiques ([28, 29, 30, 31, 32]). La double-diffusion 
a été sujet de recherche intensive pendant de nombreuses années (Turner [28, 30, 31, 32], 
Huppert et Turner [28] et Gebhart et al. [33]). En milieux poreux, une revue bibliographique 
complète de ce domaine peut être trouvée dans le livre de Nield et Bejan [34], dans le livre ” 
Convection in Porous Media”  et dans les articles de Mojtabi et Charrier-Mojtabi [35] et 
Mamou [36].  
L’effet Soret ne peut pas être négligé dans de nombreux processus physiques. Il est bien 
connu depuis longtemps que, sans l’effet Soret, la convection est déclenchée lorsque le 
nombre de Rayleigh 𝑅𝑎, basé sur la perméabilité du milieu poreux, est supérieur à la valeur 
𝑅𝑎𝑐 = 4𝜋
2. Dans un fluide binaire, les gradients thermiques imposés induisent un gradient 
vertical de concentration dû à l’effet Soret. Ce gradient de concentration modifie le gradient 
de masse volumique et ensuite les conditions du déclenchement de la convection.  
Il existe de nombreuses études sur la double diffusion et dans certaines d’entre elles, l’effet 
Soret est pris en compte. Les conditions aux limites sont soit des températures et des 
concentrations imposées ou des flux de chaleur et de masse imposés sur les parois. Pour les 
travaux concernant la convection induite par l’effet Soret en milieu fluide, on peut se référer 
aux travaux de Platten et Legros [37] et de Batiste et al. [38]. Pour les mélanges binaires en 
milieux poreux, on peut se référer aux travaux de Brand et Steinberg [39, 40], Bahloul et al. 
[41] et Bourich et al. [42, 43]. Ces études ont été motivées par le fait que, dans de nombreux 
cas, les instabilités oscillatoires apparaissent comme seconde bifurcation dans une fluide 
monoconstiutant tandis que pour un mélange binaire dans une cellule poreuse chauffée par le 
bas avec un facteur de séparation négatif, la première bifurcation correspond à une bifurcation 
de Hopf. Brand et Steinberg [39; 40] ont remarqué qu’en prenant en compte l’effet Soret, il 
est possible d’avoir une instabilité oscillatoire pour une cellule chauffée par le haut. Ils ont 
formulé leur problème en termes d’équation d’amplitude pour l’instabilité oscillatoire dans 
une cellule poreuse saturée par un fluide binaire. 
Brand et al. [44] ont obtenu une équation d’amplitude pour un mélange binaire saturant un 
milieu poreux au voisinage du point d’intersection entre la courbe de bifurcation stationnaire 
et instationnaire. Schöpf [45] a utilisé des conditions aux limites réalistes pour la première 
fois ; il a comparé le déclenchement de la convection dans un fluide binaire saturant un milieu 
poreux au déclenchement de la convection dans un fluide dans une cavité très confinée. Il a 
montré que l’écoulement du fluide dans une cellule étroite et en milieu poreux deviennent 
identiques lorsque le rapport hauteur sur épaisseur devient infini (Hele-Shaw). Ouarzazi et 
Bois [46] ont également utilisé la même formulation que celle proposée par Brand et 
Steinberg [39; 40] pour étudier l’instabilité convective d’un mélange de fluides saturant un 
milieu poreux, dans le cas où le gradient de température imposé varie périodiquement en 
fonction du temps. Ils ont constaté que l’instabilité sous harmonique est toujours la première 
instabilité rencontrée.  
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Nield et Bejan [34] et Quintard et Whitaker [47] ont montré que la porosité apparaît au niveau 
du terme transitoire, dans l’équation de conservation des espèces, alors que dans les travaux 
antérieurs de Brand et Steinberg [39; 40], et de Schöpf [45], le coefficient a été pris égal à 1. 
La convection naturelle dans une cavité poreuse rectangulaire différentiellement chauffée, 
remplie par un mélange binaire avec prise en compte de l’effet Soret, a été étudié par Bahloul 
et al. [48]. L’approximation de type parallèle de l’écoulement a été utilisée pour examiner 
l’influence des paramètres du problème sur la convection d’amplitude finie dans une cavité 
poreuse. En l’absence d’un gradient thermique horizontal, des diagrammes de bifurcation 
typiques ont été obtenus tant pour des liquides purs que pour des mélanges binaires avec effet 
Soret.  Pour effectuer la séparation, 𝜓 > 0, la bifurcation est supercritique. Le nombre de 
Rayleigh supercritique dépend du facteur de séparation et du nombre de Lewis. Toutefois, 
pour 𝜓 < 0, la bifurcation est sous-critique. L’imperfection apportée par un gradient 
horizontal de température à la bifurcation a été examinée. Pour 𝜓 > 0, les résultats 
analytiques et numériques indiquent l’existence d’écoulement naturels et antinaturels. 
Numériquement, l’écoulement naturel peut être obtenu en commençant la simulation 
numérique à partir de conditions initiales associées à la conduction pure. En revanche, des 
conditions aux limites particulières sont nécessaires pour atteindre l’écoulement dit 
antinaturel. Ce dernier existe seulement si le nombre de Rayleigh est au-dessus d’un nombre 
de Rayleigh sous-critique. Pour 𝜓 < 0, il est possible d’obtenir jusqu’à cinq solutions 
différentes (trois stable et deux instables). 
Charrier-Mojtabi et al. [49][35] ont montré que les vibrations peuvent augmenter ou réduire 
les transferts de chaleur et de masse ou peuvent retarder ou accélérer l’apparition de la 
convection. Charrier Mojtabi et al. [50] et Elhajjar et al. [51] ont étudié l’influence des 
directions des vibrations sur le seuil de stabilité dans une couche poreuse d'extension 
horizontale infinie saturée par un fluide binaire, chauffée par le haut ou par le bas. Ils ont 
conclu que les vibrations verticales ont un effet stabilisant alors que les vibrations 
horizontales ont un effet déstabilisant sur l’apparition de la convection. La séparation des 
espèces de solutions binaires n'est possible qu'en présence d'écoulement unicellulaire et les 
vibrations verticales de faibles amplitudes et de grandes fréquences maintiennent stable 
l'écoulement unicellulaire pour de plus grandes valeurs de Ra, ce qui permet d'accroitre la 
séparation des espèces et de rendre possible cette séparation pour des solutions binaires avec 
de plus faibles valeurs du facteur de séparation 𝜓.  
La modélisation de la convection thermogravitationnelle nécessite la connaissance du 
coefficient Soret. Plusieurs auteurs ont proposé des méthodes de mesure de ce coefficient. 
Ecenarro et al.  [52] se sont basés sur la théorie développée dans Ecenarro et al. [53] pour 
mesurer le coefficient Soret. Ainsi, en mesurant la séparation à différents instants durant 
l’expérience et à l’état stationnaire, ils ont pu trouver les coefficients de diffusion massique et 
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de thermodiffusion pour 5 mélanges binaires différents. Plus récemment, Haugen et al. [54] 
ont utilisé une méthode similaire pour mesurer les coefficients de thermodiffusion. 
Bou-Ali et al.[55] ont construit une colonne de thermogravitation (TGC) pour mesurer les 
coefficients Soret pour différents mélanges. Bou-Ali et al. [56] ont observé que la situation où 
le constituant le plus lourd se trouve en haut de la colonne verticale et le plus léger en bas peut 
rester stable si le nombre de Grashof est suffisamment grand, ce problème reste encore ouvert. 
Costesèque et al. [57] ont choisi de mesurer le coefficient Soret en milieu poreux et en milieu 
libre. À cet effet, pour un mélange liquide donné, ils ont mesuré expérimentalement 
l’évolution en fonction du temps du gradient verticale de concentration dans la même cellule 
de thermodiffusion, une fois avec le liquide seul, et une autre fois avec un milieu poreux 
saturé par le même mélange liquide. Ils ont trouvé que le coefficient Soret est quasiment le 
même dans les deux expériences. 
Dutrieux et al. [58] ont proposé une nouvelle méthode pour mesurer le coefficient Soret. Cette 
méthode consiste à mesurer la vitesse de convection à l’état transitoire et à l’état stationnaire. 
En effet, au début de l’expérience dans une cellule de thermogravitation, on a une 
stratification verticale du champ de concentration qui est due à la thermodiffusion pure. Cette 
différence de concentration contribue, avec la différence de température sur une même 
horizontale au niveau des deux parois verticales, à donner une différence de masse volumique 
relativement grande entre les voisinages des deux parois verticales et cela conduit à une 
vitesse relativement grande au début de l’expérience. Mais à la fin de l’expérience, on obtient 
presqu’une concentration constante sur une horizontale donc la différence de masse 
volumique entre les voisinages des deux parois verticales diminue et ensuite la vitesse 
diminue. En comparant la vitesse au début de l’expérience et la vitesse à l’état stationnaire, 
ilsont pu trouver le coefficient Soret pour différents mélanges. La principale technique utilisée 
pour déterminer le coefficient de thermodiffusion a été la colonne de thermogravitation. 
Platten [59] a présenté, par la suite, une revue des différentes techniques utilisées pour la 
mesure du coefficient Soret. 
Les conséquences liées à la présence de gradients thermiques sur le transfert de matière en 
milieu poreux sont encore mal appréhendées, essentiellement en raison de la complexité 
induite par la présence de phénomènes couplés. En 2010, Davarzani et al. [60] ont déterminé 
les coefficients effectifs modélisant les transferts de chaleur et de matière en milieu poreux, et 
en particulier le coefficient de thermodiffusion effectif. En utilisant la technique de 
changement d’échelle par prise de moyenne volumique, il a développé un modèle 
macroscopique de dispersion incluant la thermodiffusion. L’auteur a étudié en particulier 
l’influence du nombre de Peclet et de la conductivité thermique sur la thermodiffusion. Les 
résultats ont montré que pour de faibles valeurs de Péclet, le coefficient Soret effectif en 
milieu poreux est le même que dans un milieu libre et ne dépend pas du rapport de la 
conductivité thermique (solide/liquide), résultat trouvé précédemment par Platten et 
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Costesèque [61]. À l’inverse, en régime convectif, le coefficient Soret effectif diminue. Dans 
ce cas, un changement du rapport de conductivité thermique modifie la valeur du coefficient 
de thermodiffusion effectif. Les résultats théoriques trouvés ont montré que, lors de la 
thermodiffusion pure, même si la conductivité thermique effective dépend de la connectivité 
de la phase solide, le coefficient effectif de thermodiffusion est toujours constant et 
indépendant de la connectivité de la phase solide. Le modèle macroscopique trouvé par cette 
méthode a été validé par comparaison avec des simulations numérique directes à l’échelle de 
pores. Pour vérifier et consolider ses résultats, un dispositif expérimental a été réalisé pour 
mesurer les coefficients de transfert en milieu libre et en milieu poreux. 
 
Amélioration de la séparation des espèces dans les colonnes thermogravitationnelles 
Après la découverte de l’effet thermogravitationnel, de nombreuses modifications ont été 
portées à la colonne thermogravitationnelle de Clusius et Dickel pour augmenter la séparation 
des constituants, et en particulier pour obtenir une meilleure adéquation entre le temps de 
diffusion thermique et le temps convectif. Tout ce qui diminue la vitesse convective dans la 
colonne thermograivationnelle accroit la séparation dans la colonne. Ainsi, l’idée de la 
colonne à garnissage a été introduite en 1942 par Brewer et Bramley [62], ils ont trouvé que la 
séparation des constituants peut être améliorée par l’utilisation d’un petit nombre de chicanes 
fixées sur une plaque. Dans une étude visant à fractionner les polymères en solution, Debye et 
Bueche [63] ont trouvé qu’une meilleure séparation est obtenue par l’utilisation de la colonne 
thermogravitationnelle remplie avec de la laine de verre par rapport à la même colonne mais 
sans garnissage. Ils ont noté que la séparation réalisée dans une colonne dépend de l’équilibre 
entre le flux de masse de thermodiffusion dans la direction horizontale, et la vitesse 
convective dans la direction  verticale. 
L'intérêt des géochimistes pour la diffusion thermogravitationnelle comme phénomène 
susceptible de fournir de nouvelles explications aux migrations et séparations naturelles des 
éléments. et  leurs conséquences éventuelles en Sciences de la Terre a repris suite aux études 
d'Estele [64] en 1970, Schott [65] en 1973, Sanchez [66] en 1975 et Costesèque [67] en 1982. 
Ces auteurs sont à l'origine d'un nombre important de travaux expérimentaux sur la diffusion 
thermogravitationnelle en milieu poreux. Ils ont proposé en particulier une méthode de 
détermination du coefficient de Soret, par comparaison entre résultats analytiques et mesures 
expérimentales sur un mélange donné. 
Ceci a ensuite conduit certains scientifiques à s'intéresser à l'importance éventuelle des 
phénomènes de thermodiffusion et de diffusion thermogravitationnelle dans les 
hydrocarbures, car on observe l'existence de ségrégations partielles d'hydrocarbures dans 
plusieurs roches réservoirs, et la maturation d'un gisement d'hydrocarbures est fréquemment 
associée à l'existence d'un gradient thermique significatif. El Maâtaoui en 1986 [68], 
Costesèque et al. [69] en 1987  puis Rivière [70] en 1991 font état de travaux expérimentaux 
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sur les colonnes thermogravitationnelles à garnissage poreux où l'on voit clairement qu'il est 
possible, par ce procédé, de décrire des hétérogénéités notables dans un pétrole brut par 
séparation des hydrocarbures. 
Ceci a bien sûr fini par intéresser les compagnies pétrolières pour qui une description précise 
et cohérente du comportement des fluides qui imprègnent un réservoir dans lequel les 
hydrocarbures se répartissent suivant les effets de gradients thermiques et de la gravité est de 
première importance (Montel [71, 72]). 
Jamet [73] et al. ont affiné la théorie de thermogravitation introduite par Lorenz et Emery 
dans une colonne poreuse de thermogravitation pour mieux décrire les résultats 
expérimentaux. Ils ont  indiqué que la solution analytique de Lorenz-Emery [74, 75] pourrait 
correctement reproduire la valeur maximale de la séparation, mais cette solution correspond à 
une perméabilité optimale inférieure à la valeur expérimentale par plus d'un ordre de 
grandeur. Ils ont utilisé un modèle numérique qui n'a également pas permis de prédire les 
résultats expérimentaux. Jamet et al. [76] ont expliqué la différence entre les résultats 
numériques et expérimentaux par le phénomène de dispersion dans la diffusion thermique et 
moléculaire.  En 1998, Fargue et al. [77] ont supposé un effet de dispersion en définissant des 
coefficients de thermodiffusion et de diffusion massique efficaces en fonction de la vitesse du 
fluide. Cependant, même en utilisant cette hypothèse, leur modèle n'approximait pas 
convenablement les résultats expérimentaux. Par contre, Nasrabadi et al. [78] ont montré que 
l'effet de dispersion dans la colonne thermogravitationnelle n’est pas important en raison de 
faibles vitesses. De plus, leurs prédictions pour des mélanges binaires et ternaires montrent un 
bon accord avec les résultats expérimentaux obtenues sans tenir compte de l'effet de 
dispersion. Ils ont montré aussi, que l'analyse de la séparation des espèces dans une colonne 
thermogravitationnelle à garnissage devrait être basée sur la dépendance de la composition 
des coefficients de diffusion massique et de thermodiffusion. 
Marcoux [79] et Marcoux et Charrier-Mojtabi [80] ont considéré une colonne 
thermogravitationnelle soumise à un gradient de température imposé sur les parois verticales, 
les parois horizontales sont adiabatiques. La colonne est remplie d’un milieu poreux 
homogène saturé par un fluide binaire incompressible. Les équations adimensionnelles 
considérées dans leur travail conduisent à  cinq paramètres adimensionnels caractéristiques : 
le nombre de Rayleigh thermique (𝑅𝑎), le  rapport  des  contributions solutale  et thermique 
(𝑁), la porosité normalisée (𝜀), le nombre de Lewis (𝐿𝑒) et le nombre de Soret adimensionnel 
(𝑆𝑇). Ils ont étudié numériquement l’influence de chacun de ces paramètres sur la séparation 
des espèces. Les résultats numériques montrent  l'existence d'une séparation maximale 
correspondant à un nombre optimal de Rayleigh, associée à une perméabilité optimale. Ils ont 
comparé leurs résultats avec des résultats analytiques et expérimentaux pour un mélange 
binaire de HDO-H2O. Ils sont trouvé un bon accord entre les résultats analytiques et 
numériques, mais il n'existe pas d’accord avec les résultats expérimentaux. Marcoux et al. 
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[81] ont étudié aussi l’influence de la courbure des cylindres sur la séparation dans la colonne 
de thermogravitationnelle cylindrique. 
Labrosse [82] a fourni une étude détaillée de la colonne thermogravitationnelle avec un 
coefficient de Soret variable. Il a montré que la dépendance de la composition du coefficient 
Soret peut affecter la séparation verticale des espèces dans une colonne 
thermogravitationnelle, et que la pente de séparation verticale peut induire en erreur des 
mélanges moléculaires réelles, comme dans la solution  0.5 𝑁 𝑁𝑎𝐶𝑙 à environ 12.09 °C. 
Bahloul et al. [83] ont présenté une étude analytique et numérique de la séparation des 
constituants d'un mélange binaire saturant une couche poreuse annulaire verticale avec des 
flux de la chaleur uniformes appliquées sur les parois verticales de la cellule. La variation de 
la masse volumique a été prise en compte par l'approximation de Boussinesq et le fluide dans 
l'espace annulaire est assimilé à un fluide incompressible, les résultats analytiques et 
numériques sont en bon accord. 
Platten et al. [84] ont démontré qu’en inclinant d’un angle 𝜃 par rapport à la verticale une 
colonne de thermogravitation, la quantité du produit séparée est augmentée. Une 
reformulation très simple de la théorie Furry-Jones-Onsager-Majumdar, dans laquelle ils ont 
remplacé l’accélération de la pesanteur 𝑔 par 𝑔𝑐𝑜𝑠𝜃 semble reproduire les résultats 
expérimentaux obtenus.  
En 2004, Fargue et al. [85] ont étudié la séparation des huiles naturelles de substances 
alimentaires pour les applications industrielles.  Haugen et Firoozabadi [54, 86] ont étudié la 
séparation dans un mélange liquide binaire et multiconstituants dans une colonne 
thermogravitationnelle. Toutes les résolutions des modèles analytiques pour les colonnes 
parallélépipédiques,  dans les études précédentes, ont pris en compte en compte l’épaisseur 
(e) et la hauteur (H) de la cavité alors que le travail expérimental concerne trois dimensions. 
En  2007, Marcoux  et Costeseque [87] ont étudié l’influence de la largeur (b) sur le 
comportement du fluide et la séparation des espèces. Ils ont montré que l’utilisation des 
cavités de petite largeur conduit à une séparation plus élevée que celle prédite par des 
approches en deux dimensions. Ils ont proposé une corrélation simple entre cet écart et le 
rapport d’aspect transversal (e/b). 
Martin et al. [88] ont déterminé expérimentalement les propriétés thermophysiques et de 
transport des mélanges composés de glucose et de saccharose dans le diméthylsulfoxyde 
(DMSO). Une fois ces propriétés connues, ils ont entamé une étude numérique sur 
l'application d'un gradient de température dans des microdispositifs, afin d'optimiser 
l'extraction du DMSO. Les résultats montrent une amélioration de 35%  sur les techniques de 
séparation microfluidiques basés sur un régime purement diffusif. 
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1.4 Nombres sans dimension 
La mécanique des fluides a souvent recours aux nombres sans dimension pour décrire les 
systèmes étudiés. En effet, cela permet de s’affranchir des propriétés des fluides et de la 
géométrie des cavités où s'effectue les  écoulements, et ainsi de pouvoir comparer des 
résultats d’expériences réalisées avec des fluides différents. Il est possible de mettre en 
évidence les différents nombres sans dimension  caractéristiques de la convection thermique à 
partir de la résolution analytique du problème. 
 Nombre de Rayleigh : 𝑅𝑎 = (𝑔𝛽𝑇∆𝑇𝐻
3)/𝜈𝑎: Ce nombre caractérise  l'importance 
des phénomènes convectifs. Il exprime le rapport entre les effets de la poussée 
d’Archimède (forces motrices exercées sur le fluide), et les et les effets dissipatifs 
(diffusion thermique et diffusion cinématique).  
 Le nombre de Lewis: 𝐿𝑒 = 𝑎/𝐷, représente le rapport du temps de diffusion massique 
sur le temps de diffusion thermique. 
 Le nombre de Prandtl : Le nombre de Prandtl est le rapport du temps caractéristique 
de la diffusion thermique sur le temps caractéristique de la diffusion de la quantité de 
mouvement 𝑃𝑟 =
𝜐
𝑎
, où 𝑎 est la diffusivité thermique et 𝜐 la viscosité cinématique. Il 
caractérise également l’importance relative des deux mécanismes qui pilotent la 
convection thermique: la diffusion de quantité de mouvement et la diffusion 
thermique. Plus le nombre de Prandtl est grand, plus le champ thermique est influencé 
par la cinématique. Inversement plus le nombre de Prandtl est petit plus le champ de 
vitesse a peu d'influence sur le champ thermique qui s'établit rapidement. Les nombres 
de Prandtl associés aux métaux liquides sont très faibles  on trouve Pr=0.01 pour le 
mercure. Les valeurs des nombres de Prandtl pour les huiles varient de l'ordre de 1 à 
plusieurs milliers. Les gaz et l’eau présentent un Prandtl de l'ordre de l'unité. 
1.5 Contenu du manuscrit 
Dans ce travail, une solution analytique, valide pour des cavités fluides et poreuses présentant 
un grand rapport d’aspect (A>>1), a été développée sur la base du concept de l’écoulement 
parallèle. Nous avons étudié le problème dans une cavité poreuse saturé par un milieu fluide, 
et dans un milieu fluide sans matrice poreuse. Des simulations numériques ont été effectuées 
pour corroborer les résultats analytiques obtenus. À cette fin, nous avons utilisé le logiciel 
Comsol Multiphysics, avec un code maison en volumes finis pour le cas 3D. Pour les valeurs 
des paramètres de contrôle considérées dans cette étude, un excellent accord entre les 
prédictions analytique et numérique a été obtenu. Au chapitre 1, nous présentons une 
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introduction générale sur la diffusion thermo-gravitationnelle et nous citons des travaux 
auxquels nous ferons référence tout au long de ce manuscrit.  Dans le chapitre 2, nous mettons 
en place la description du problème physique avec les formules mathématiques utilisées. Par 
la suite, Au chapitre 3, une analyse de la stabilité linéaire de la solution de diffusion pure et 
par convection est effectuée en tenant compte de plusieurs cas particuliers. Le cas où le fluide 
binaire est confiné en milieux poreux a été étudié dans le chapitre 5. Finalement, le chapitre 6 
présente les conclusions et perspectives de cette recherche. 
 
 
 
  
  
Chapitre 2                                 
Formulation mathématique 
On s’intéresse dans cette étude à la séparation des espèces par diffusion thermo-
gravitationnelle dans une cavité parallélépipédique dans deux configurations: la première 
configuration concerne une cavité remplie d’un fluide binaire newtonien et incompressible, 
alors que dans la seconde configuration il s’agit d’une cavité poreuse saturée par un fluide 
binaire newtonien et incompressible.  
Dans ce qui suit, nous présentons le problème mathématique sous sa forme générale, pour les 
écoulements dans un milieu fluide puis dans un milieu poreux. Pour écrire la formulation 
mathématique de notre problème, on considère une cavité parallélépipédique, que l’on chauffe 
par le bas pour créer un gradient de température vertical. On impose également un flux de 
chaleur latérale sur les parois verticales et on prend en compte l’effet Soret, c'est-à-dire que le 
gradient de température va induire un gradient de concentration et donc un flux de masse. 
Pour résoudre ce problème, on va se servir de théorèmes généraux de la mécanique des 
fluides et de la thermodynamique. La thermodynamique permet d’étudier les propriétés 
locales des écoulements en tenant compte des transferts de chaleur et de matière. On va donc 
successivement écrire la loi de conservation de la masse, de la quantité de mouvement, de 
l’énergie, et des espèces au sein d’un mélange fluide et poreux. Le modèle mathématique que 
nous allons mettre en place sera, ensuite, simplifié en utilisant l’hypothèse de Boussinesq. 
Les conditions initiales et aux limites qui régissent ce problème seront également présentées. 
Ces équations nous ont permis de calculer l’évolution de la vitesse, de la température et des 
concentrations au sein du mélange.  
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2.1  Équations de conservation en milieu fluide 
Différentes méthodes peuvent être utilisées pour obtenir les équations fondamentales de la  
mécanique des fluides. Nous suivrons ici l’approche considérant un volume de contrôle 
élémentaire et nous analyserons la variation dans le temps de la masse, de la quantité de 
mouvement et de l’énergie contenues dans ce volume de contrôle. 
Cette méthode qui consiste à faire un bilan de quantités transportées et produites au cours du 
temps dans un volume élémentaire de contrôle a été largement étudiée et peut aisément se 
retrouver dans des ouvrages de référence [89, 37]. 
Nous rappelons dans la suite principalement les équations de conservation des espèces pour 
un fluide multiconstituants, puis pour un fluide binaire. 
2.1.1. Équation de conservation de la masse 
L’équation de la continuité est écrite sous la forme suivante : 
 
𝜕𝜌
𝜕𝑡
+ ∇. (𝜌V⃗ ) = 0 (2.1)  
2.1.2. Équation de conservation de la quantité de 
mouvement 
Le bilan de quantité de mouvement relie masse volumique, vitesse, forces volumiques et 
tenseur de contraintes. 
 
𝜕
𝜕𝑡
(𝜌V⃗ ) + ∇. 𝜌V⃗ = 𝜌g⃗ − 𝛻𝑃 + (𝛾 + μ)∇(∇. V⃗ ) + μ∇2V⃗  (2.2)  
Où 𝑃 désigne la pression et g⃗  le vecteur accélération de la pesanteur. Le premier terme de 
l'équation représente le taux d'augmentation de quantité de mouvement par unité de volume 
dans le volume de contrôle. Le deuxième terme correspond au taux de quantité de mouvement 
perdu par convection (par unité de volume) à travers la surface de contrôle.
2.1.3. Équation de conservation de l’énergie 
L’équation de conservation de l’énergie d’un fluide incompressible sous la forme générale est 
donnée par : 
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 𝜌𝐶𝑝
𝜕𝑇
𝜕𝑡
− 𝛽𝑇𝑇
𝜕𝑃
𝜕𝑡
= ∇. (𝑘∇𝑇) + 𝑟 + (𝜏̿: ∇V⃗ ) (2.3)  
Où  𝑟, la somme des puissances calorifiques dissipées par l’ensemble des sources de chaleur 
présentes au sein du fluide,  est négligeable dans notre étude. 
𝛽𝑇𝑇
𝜕𝑃
𝜕𝑡
 est la puissance volumique liée aux variations de pression, (𝜏̿: ∇V⃗ )est la dissipation 
visqueuse, ces deux dernières sont négligeables devant le ∇. (𝑘∇𝑇) terme. L’équation de 
conservation de l’énergie s’écrit alors, sous la forme : 
 𝜌𝐶𝑝
𝜕𝑇
𝜕𝑡
= ∇. (𝑘∇𝑇) (2.4)  
2.1.4. Équation de conservation des espèces 
Considérons un mélange de fluide constitué de 𝑁 espèces moléculaires miscibles distinctes. La 
concentration massique locale relative à l’espèce 𝑘 contenue dans le volume de contrôle 𝐷 est 
𝜌𝑘 avec : 
 𝜌 = ∑𝜌𝑘
𝑁
𝑘=1
 (2.5)  
Où 𝜌 est la masse volumique du mélange. 
On se restreindra au niveau de ce paragraphe aux seuls mélanges binaires. Pour les travaux sur 
les mélanges ternaires et les multiconstituants, actuellement en plein essor, il faudrait se 
reporter aux nombreux travaux présentés tout récemment aux journées internationales de la 
thermodiffusion (IMT11) à Bayonne du 2 au 6 juin 2014. 
Dans le cas qui nous intéresse, on est en présence d’un fluide binaire pour lequel on tient 
compte de l’effet Soret. Le vecteur densité de flux de matière du constituant de fraction 
massique 𝐶 est donné par : 
 𝐽 = −𝜌𝐷∇C − 𝜌𝐷𝑇
∗∇T (2.6)  
Avec : 𝐶 la fraction massique du constituant le plus dense du mélange, 𝐷𝑇
∗  le coefficient de 
thermodiffusion et 𝐷 le coefficient de diffusion de Fick ou coefficient de diffusion isotherme du 
constituant considéré dans le mélange. 
𝐷𝑇
∗  est une fonction de 𝐶 et de 𝑇 et pour des raisons de simplification il est souvent exprimé sous 
la forme  𝐷𝑇
∗ = 𝐶(1 − 𝐶)𝐷𝑇 où  𝐷𝑇 est également appelé coefficient de thermodiffusion. 
Ce coefficient (𝐷𝑇), pour de faible  variation de  fraction massique est  de la température et peut 
changer de signe en fonction de la variation de cette dernière, Mojtabi et al. [90].
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L’équation de conservation des espèces pour un mélange binaire  est donnée par:  
 
𝜌
𝑑𝐶
𝑑𝑡
= −∇. [𝜌𝐷∇C + 𝜌𝐶(1 − 𝐶)𝐷𝑇∇T] 
(2.7)  
2.2  Milieu Poreux 
Les milieux poreux désignent des systèmes pour lesquels la phase solide, fortement imbriquée 
avec la phase fluide, est fixe. Nous rappelons brièvement ici les paramètres importants 
caractérisant ces milieux:  
- Le paramètre principal décrivant un milieu poreux est la porosité définie par :  
 𝜖 =
𝑉𝑝
𝑉0
=
𝑉𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒 𝑑𝑒𝑠 𝑝𝑜𝑟𝑒𝑠
𝑉𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒 𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 𝑑𝑢 𝑚𝑖𝑙𝑖𝑒𝑢 𝑝𝑜𝑟𝑒𝑢𝑥
 (2.8)  
Qui varie donc entre 0 et 1.  
La perméabilité est la propriété d’un matériau à se laisser traverser par un fluide sous l'effet du 
gradient de pression imposé à la matrice poreuse. La perméabilité 𝐾 dépend de la porosité, de 
la géométrie et de la porosité communicante. Plusieurs évaluations de la perméabilité 𝐾 en 
fonction de 𝜖 et d’une dimension caractéristique de la matrice poreuse à l’échelle du pore ont été 
proposées. Les différentes expressions donnant la perméabilité dépendent de la géométrie du 
milieu poreux.  
- La relation de Kozeny-Carman, donne une estimation de la perméabilité 𝐾 pour un 
milieu poreux non consolidé constitué d’éléments identiques de géométrie simple :  
 𝐾 =
𝑑𝑝
2𝜖2
36𝜂0(1 − 𝜖)2
 (2.9)  
Où 𝑑𝑝 désigne une dimension caractéristique des éléments constituant la matrice 
poreuse (diamètre pour des billes, arrête pour des cubes…) et 𝜂0 une constante 
dépendant de la forme des grains (3.6 < 𝜂0 < 5) et en particulier 𝜂0 = 4.84 pour des 
grains sphériques. 
- Ergun, 1952, établit une expression semblable à (2.9) en considérant l’écoulement 
unidirectionnel d’un fluide incompressible au sein d’une colonne poreuse constituée de 
particules sphériques, de diamètre 𝑑, et soumise à un gradient de pression :  
 𝐾 =
𝑑𝑝
2𝜖2
150(1 − 𝜖)2
 (2.10)  
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Ce qui correspond à une valeur de 𝜂0 de la loi de Kozeny-Carman de 4.16. 
- La modélisation des pores par des fissures capillaires de largeur 𝑤 et distantes de D, 
conduit à une perméabilité :  
 𝐾 =
𝑤3
12(𝑤 + 𝐷)
=
𝑤2
12
𝜖 (2.11)  
 
2.2 Modèle d’écoulement en milieu poreux 
Nous considérons dans le chapitre 5, de ce manuscrit, que la matrice poreuse est 
supposéeperméable, homogène, isotrope et saturée par un fluide binaire.  
2.2.1. Équation de continuité 
Elle s’écrit alors sous la forme:   
 𝜖
𝜕𝜌
𝜕𝑡
+ ∇. (𝜌?⃗? ∗) = 0 (2.12)  
Où 𝜌 est la masse volumique du fluide saturant. Dans le cas particulier d’un fluide 
incompressible l’équation (2.33) se ramène à : 
 ∇. ?⃗? ∗ = 0 (2.13)  
2.2.2. Équation de conservation de la quantité de 
mouvement (relation de Darcy) 
Dans le domaine de la modélisation des écoulements dans les milieux poreux, le modèle de 
Darcy compte de nos jours parmi le plus utilisé [34]. Dans ce modèle on néglige l’effet des 
forces d’inertie et visqueuses (connues sous les noms de termes de Forchheimer et de 
Brinkmann). La loi de Darcy est applicable si les conditions suivantes sont satisfaites :  
 𝜖 < 0.8;   𝐷𝑎 =
𝐾
𝐿2
≤ 10−6;  𝑅𝑒 =
?̅?√𝐾
𝜈
< 1 (2.14)  
Où 𝜖 représente la porosité du milieu poreux, 𝐾, la perméabilité, 𝐷𝑎, le nombre de Darcy, 𝑅𝑒, le 
nombre de Reynolds, ?̅?, la vitesse moyenne de filtration des particules fluides à travers la 
matrice solide, 𝜈 la viscosité cinématique du fluide et 𝐿 l’épaisseur de la cavité. 
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Dans notre étude, ce modèle est adopté. La vitesse de  filtration est donnée par :  
 ?⃗? ∗ = −
𝐾
𝜇
(∇?⃗? ∗ − 𝜌𝑔 ) (2.15)  
Où 𝜇 représente la viscosité dynamique du fluide saturant la matrice poreuse. 
2.2.3. Équation d’énergie 
Le premier principe de la thermodynamique permet d′établir des relations entre les différentes 
formes d′énergie mises en jeu dans le milieu poreux. En supposant que l'équilibre thermique 
local est atteint (𝑇𝑆
∗ = 𝑇𝑓
∗ = 𝑇∗), où 𝑇𝑆
∗ et 𝑇𝑓
∗ représentent respectivement la température de la 
phase solide et fluide, l’équation de l’énergie s’écrit comme suit :  
 (𝜌𝐶)𝑚
𝜕𝑇∗
𝜕𝑡
+ (𝜌𝐶)𝑓 (𝑢
∗
𝜕𝑇∗
𝜕𝑥∗
+ 𝑣∗
𝜕𝑇∗
𝜕𝑦∗
) = 𝜆𝑚∇
2𝑇∗ (2.16)  
Où (𝜌𝐶)𝑓 et (𝜌𝐶)𝑚 représente respectivement la capacité volumique calorifique du fluide et 
celle du milieu poreux saturé et λm la conductivité thermique de la matrice poreuse saturée.  
(𝜌𝐶)𝑚 = 𝜖(𝜌𝐶)𝑓 + (1 − 𝜖)(𝜌𝐶)𝑆; 𝜆𝑚 = 𝜆𝑓 + (1 − 𝜖)𝜆𝑠 où (𝜌𝐶)𝑆 et 𝜆𝑠 sont respectivement la 
chaleur massique et la conductivité thermique  de la matrice poreuse. 
L’équation (2.15) peut s’écrire aussi de la façon suivante :  
 𝜎
𝜕𝑇∗
𝜕𝑡
+ 𝑢∗
𝜕𝑇∗
𝜕𝑥∗
+ 𝑣∗
𝜕𝑇∗
𝜕𝑦∗
= 𝛼𝑚∇
2𝑇∗ (2.17)  
𝜎 étant le rapport de la capacité calorifique du milieu poreux saturé et celle du milieu fluide.  
𝛼𝑚 est homogène à une  diffusivité thermique. Ces paramètres sont définis par :  
 𝜎 =
(𝜌𝐶)𝑚
(𝜌𝐶)𝑓
, 𝛼𝑚 =
𝜆𝑚
(𝜌𝐶)𝑓
 (2.18)  
2.2.4. Équation de conservation de la masse 
Nous nous intéressons ici au transport de chacun des constituants d’un mélange fluide saturant 
un milieu poreux. En tenant compte du fait que le transfert de matière ne s’effectue qu’à 
travers la phase fluide, l’équation de conservation de la masse de chacun des constituants est 
obtenue, par prise de moyenne sur un volume élémentaire représentatif, lorsqu’il n’y a pas de 
production interne. Elle s’écrit sous la forme suivante : 
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 𝜌 [𝜖
𝑑𝐶𝑘
𝑑𝑡
+ (?⃗? . ∇)𝐶𝑘] = −∇. 𝐽 𝑘     𝑘 = 1. . 𝑁 − 1 (2.19)  
N est le nombre total des constituants, 𝐶𝑘 =
𝜌𝑘
𝜌
  est la fraction massique de 𝑘𝑖è𝑚𝑒 constituant 
et 𝜌 = ∑ 𝜌𝑘𝑘 .  
Pour un fluide binaire, le vecteur densité de flux massique 𝐽 1 de l’un des constituants ayant la 
fraction massique 𝐶 est de la forme :  
 𝐽 1 = 𝜌𝐷
∗∇𝐶 − 𝜌𝐶(1 − 𝐶)𝐷𝑇
∗∇𝑇 (2.20)  
Où les coefficients de diffusion massique et de thermodiffusion 𝐷∗ et 𝐷𝑇
∗  peuvent d’autre part 
être considérés constants lorsqu’on néglige les phénomènes de dispersion. 
2.3  Équations dimensionnelles et conditions aux 
limites pour le problème de convection dans le cadre 
de l’approximation de Boussinesq 
2.3.1. Description du problème 
On considère une cavité confinée soumise à des densités de flux uniformes imposés au niveau 
des parois horizontales et verticales. La cavité est remplie d’un fluide binaire newtonien ou 
d’un milieu poreux saturé par un fluide binaire. La géométrie considérée est illustrée sur la 
figure (2.1). Il s’agit d’une enceinte de géométrie rectangulaire de hauteur 𝐻 et de largeur 𝐿. 
Les parois parallèles à l’axe (𝑜𝑥) et à l’axe (𝑜𝑦) sont soumises à des densités de flux de 
chaleur uniformes (𝑞1 et 𝑞2). 
 
FIGURE 2-1 Schématisation du problème 
Précédemment nous avons introduit les équations de conservation qui modélisent le problème 
étudié, en milieux fluide et en milieux poreux, sans l’hypothèse de Boussinesq. On peut 
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maintenant simplifier ces équations en tenant compte de l’approximation de Boussinesq, 
complétée par d’autres hypothèses simplificatrices que l’on va présenter par la suite. 
2.3.2. Approximation de Boussinesq 
L’approximation que nous allons reprendre attribuée à Boussinesq [91], a en fait été 
également proposée par Oberbeck [92] pour la première fois en 1879. Cette approximation 
suppose que les différentes propriétés thermodynamiques (𝜆, 𝑎, 𝜇, 𝐶𝑝) sont constantes et sont 
évaluées à la température et à la concentration de référence. Elle néglige aussi les variations 
de la masse volumique avec la température et la concentration dans tous les termes des 
équations de conservation sauf dans le terme des forces de volume: 𝜌(𝑇, 𝑃) = 𝜌(𝑇0, 𝑃0) =
𝜌0 = 𝑐𝑠𝑡𝑒 où 𝑇0, 𝑃0 sont la température et la pression de référence). La masse volumique 𝜌 
varie linéairement avec la température et la concentration, ce qui se traduit par   
 𝜌 = 𝜌0[1 − 𝛽𝑇(𝑇 − 𝑇0) − 𝛽𝐶(𝐶 − 𝐶0)] (2.21)  
Où :  𝛽𝑇 = −
1
𝜌0
(
𝜕𝜌
𝜕𝑇
)𝐶  , 𝛽𝐶 = −
1
𝜌0
(
𝜕𝜌
𝜕𝐶
)𝑇 sont respectivement les coefficients d’expansion 
thermique et massique du fluide binaire, 𝑇 la température et 𝐶 la fraction massique du 
constituant le plus lourd. 
Pour la plupart des fluides, 𝛽𝑇 est positif à la température et à la pression ambiante, à 
l’exception de l’eau en dessous de 4°𝐶 et 𝛽𝐶 peut être positif ou négatif en fonction de la 
contribution des constituants à la masse volumique du fluide. Dans notre étude, nous allons 
considère 𝐶 comme la fraction massique du constituant le plus lourd, ainsi 𝛽𝐶 est négatif. 
2.3.3. Hypothèses simplificatrices 
Afin d’établir une formulation simple du modèle mathématique ainsi que des conditions aux 
limites associées, les approximations suivantes ont été adoptées : 
 la longueur de l’enceinte est suffisamment grande par rapport aux autres dimensions de la 
cellule  pour ne pas prendre en compte  les effets de bords. 
 le fluide binaire est un fluide newtonien incompressible. 
 l’écoulement engendré est supposé laminaire. 
 le transfert de chaleur par rayonnement est négligé. 
 Il n’y a ni réaction chimique ni source de chaleur ou de masse au sein de la cavité. 
 l’écoulement satisfait à l’approximation de Boussinesq. 
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 Le gradient de température induit par le gradient de concentration, connu sous le nom 
d’effet Dufour, est supposé négligeable. 
2.3.4. Formulation dimensionnelle en milieu fluide 
Le système dimensionnel à résoudre s’écrit alors sous la forme suivante (l’astérisque indique 
les variables dimensionnelles) : 
 
{
 
 
 
 
 
 ∇. ?⃗?
 ∗ = 0                                                                                                                                 
𝜌0
∗ (
∂?⃗? ∗
∂t∗
+ ?⃗? ∗. ∇?⃗? ∗) = −∇𝑃∗ − 𝜌0
∗[1 − 𝛽𝑇(𝑇
∗ − 𝑇0
∗) − 𝛽𝐶(𝐶
∗ − 𝐶0
∗)]𝑔k⃗ + μ∇2?⃗? ∗
𝜕𝑇∗
𝜕𝑡∗
+ ?⃗? ∗. ∇𝑇∗ = α∇2𝑇∗                                                                                                        
𝜕𝐶∗
𝜕𝑡∗
+ ?⃗? ∗. ∇𝐶∗ = ∇. (𝐷∇𝐶∗ + 𝐷𝑇𝐶
∗(1 − 𝐶∗)∇𝑇∗)                                                         
 
(2.22)  
 
Où 𝛼 =
𝜆
𝜌0𝐶𝑝
 est la diffusivité thermique du fluide binaire et 𝐶 represente la fraction massique 
du constituant le plus dense. On fait l’hypothèse que le terme 𝐶∗(1 − 𝐶∗) présent dans 
l’équation de conservation des espèces varie peu par rapport à 𝐶0
∗(1 − 𝐶0
∗) ⇒  𝐶∗(1 − 𝐶∗) ≈
𝐶0
∗(1 − 𝐶0
∗), 𝐶0
∗désignant la fraction massique à l’état initial, ainsi, l’équation (4) du système 
d’équations (2.22) s’écrit lorsque  l'on suppose constant les coefficients de diffusion et de 
thermodiffusion: 
 𝜕𝐶
∗
𝜕𝑡∗
+ ?⃗? ∗. 𝛻𝐶∗ = 𝐷𝛻2𝐶∗ + 𝐷𝑇𝐶0
∗(1 − 𝐶0
∗)𝛻2𝑇∗ (2.23)  
Les conditions aux limites considérées sont: 
1. l’adhérence aux parois ; 
2. les parois horizontales et verticales sont soumises à des densités de flux de chaleur 
uniformes ; 
3. une condition d’imperméabilité aux niveaux des parois est traduite par le flux de 
matière nul (𝐽𝑚⃗⃗⃗⃗ . ?⃗? = 0). 
 
{
 
 
 
 𝑐𝑜𝑛𝑑𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 ℎ𝑦𝑑𝑟𝑜𝑑𝑦𝑛𝑎𝑚𝑖𝑞𝑢𝑒𝑠:    ?⃗? 
∗ = 0                                        ∀ 𝑀 ∈ Ω                               
 𝑐𝑜𝑛𝑑𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 𝑡ℎ𝑒𝑟𝑚𝑖𝑞𝑢𝑒𝑠:   − 𝜆. ∇𝑇∗. 𝑛⃗⃗  ⃗  = 𝑞2                             𝑥
∗ = 0, 𝐿         ∀ 𝑧∗ ∈ [0, 𝐻]  
                                                   −𝜆. ∇𝑇∗. 𝑛⃗⃗  ⃗  = 𝑞1                              𝑧
∗ = 0,𝐻        ∀  𝑥∗ = [0, 𝐿]
𝑐𝑜𝑛𝑑𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 𝑚𝑎𝑠𝑠𝑖𝑞𝑢𝑒𝑠: (𝐷∇𝐶∗ + 𝐷𝑇𝐶
∗(1 − 𝐶∗)∇𝑇∗). ?⃗? = 0        ∀  𝑀 ∈ Ω                            
 (2.24)  
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2.3.5. Formulation dimensionnelle en milieu 
poreux 
Les écoulements convectif thermo-solutaux en milieux poreux sont régis par les équations  
dimensionnelles suivantes : 
 
{
  
 
  
 ∇. ?⃗?
 ′ = 0                                                                                                
∇𝑃 = 𝜌𝑔 +
𝜇
𝐾
𝑉∗⃗⃗⃗⃗                                                                                   
(𝜌𝐶)𝑚
𝜕𝑇′
𝜕𝑡′
+ (𝜌𝐶)𝑓𝑉′⃗⃗⃗⃗ . ∇T
′ = −∇. (−𝜆𝑚∇T
′)                                
𝜌0(𝜖
∗
𝜕𝐶′
𝜕𝑡′
+ 𝑉′⃗⃗⃗⃗ . ∇𝐶′) = −∇. [−𝜌0𝐷∇𝐶
′ − 𝜌0𝐶
′(1 − 𝐶′)𝐷𝑇∇T
′]
 (2.25)  
Les conditions aux limites dimensionnelles associées à ce système d’équation (2.25) sont 
données par : 
 
{
 
 
 
 
 
 
 
 ?⃗?
 ∗. ?⃗? = 0                                       ∀ 𝑀 ∈  Ω                                                            
𝜕𝑇∗
𝜕𝑧∗
= −
𝑞1
𝜆𝑚
                                  pour        𝑧∗ = 0,𝐻             ∀  𝑥∗ = [0, 𝐿]   
𝜕𝑇∗
𝜕𝑥∗
= −
𝑞2
𝜆𝑚
                                   pour        𝑥∗ = 0, 𝐿             ∀  𝑧∗ = [0,𝐻]
𝜕𝐶∗
𝜕𝑧∗
= 𝐶0(1 − 𝐶0)
𝐷𝑇
𝐷
𝑞1
𝜆𝑚
            pour        𝑧∗ = 0,𝐻              ∀  𝑥∗ = [0, 𝐿]
𝜕𝐶∗
𝜕𝑥∗
= 𝐶0(1 − 𝐶0)
𝐷𝑇
𝐷
𝑞2
𝜆𝑚
             pour        𝑥∗ = 0, 𝐿               ∀  𝑧∗ = [0, 𝐻]
 (2.26)  
 Chapitre 3                                  
                                                
Séparation des constituants d'un 
fluide binaire remplissant une cavité 
horizontale soumise à des flux de 
chaleur croisés 
3.1. Position du problème 
Dans le présent chapitre, nous nous proposons d’étudier la séparation des espèces dans une 
cavité rectangulaire, contenant un fluide binaire (Figure 2.1). Il s’agit d’une enceinte 
horizontale de hauteur 𝐻 selon l’axe des 𝑧 et de largeur 𝐿 selon l’axe des 𝑥, et de grand 
rapport d’aspect 𝐴 = 𝐿/𝐻. Les parois de la cellule sont imperméables à la matière et soumises 
à des densités de flux de chaleur uniforme (𝑞1) sur les parois horizontales et (𝑞2) sur les 
parois verticales 
. 
3.2. Équations adimensionnelles et conditions aux li-
mites 
Dans tous les problèmes physiques en règle générale, le comportement du système étudié est 
fonction d’un certain nombre de paramètres. La mise sous forme adimensionnelle est néces-
saire pour différentes raisons. 
Du point de vue pratique, le système physique de départ est fonction d’un grand nombre de 
paramètres qu’il faudra fixer lors d’une quelconque simulation numérique ou résolution ana-
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lytique. Le fait de rendre adimensionnel un problème permet de réduire considérablement le 
nombre de paramètres nécessaires à la résolution du système mathématique et de faire ressor-
tir les paramètres adimensionnels caractéristiques d’une classe de problème donnée, exemple : 
le  nombre de Reynolds, le nombre de Rayleigh, le nombre de Prandtl. 
3.2.1. Choix des grandeurs de référence 
Le choix des échelles de référence s’impose sans difficulté dans notre problème, où les 
écoulements complexes qui prennent  naissance au sein de la cellule sont dominés par le 
transfert thermique. 
Les échelles de références utilisées, dans cette étude, sont 𝐻 pour la longueur, 
𝛼
𝐻
 pour la 
vitesse, 
𝐻2
𝛼
 pour le temps 𝜌0
𝛼2
𝐻2
 pour la pression. Pour rendre adimensionnel le champ 
thermique, nous utilisons la somme des densités de flux thermiques et la conductivité 
thermique λ du fluide binaire: 
                                                   𝑇 =
𝑇∗
∆𝑇
  ,  ∆𝑇 =
(𝑞1+𝑞2)𝐻
𝜆
. 
 Nous avons opté pour la somme des densités de flux thermique imposés sur les faces 
horizontales et verticales de la cavité puisqu'il n'y a aucune raison de privilégier l'une des 
densités de flux par rapport à l'autre. On peut cependant relever qu'une densité de flux 𝑞2, 
aussi petite soit-elle, injectée au niveau de la face verticale de la cavité génère un mouvement 
convectif  quelque soit la valeur de 𝑞1, par contre pour 𝑞2 égale à 0  la densité de flux 
thermique 𝑞1 ne déstabilise la solution de double diffusion pure que si 𝑞1 ≥ 𝑞1𝑐 où 𝑞1𝑐 est la 
valeur critique conduisant à la naissance du mouvement convectif au sein de la cavité. Prendre 
une échelle thermique basée uniquement sur 𝑞1, comme cela est le cas dans certaines études, 
conduirait à un nombre de Rayleigh égale à 0 pour 𝑞1 = 0  alors que l'écoulement convectif 
pourrait fortement se développé au sein de la cellule. 
La fraction massique déjà sans dimension sera rapportée à une fraction massique combinant le 
champ thermique, la fraction massique initiale de la solution et le coefficient Soret du fluide 
binaire étudié,  ∆𝐶∗ = −∆𝑇∗𝐶0
∗(1 − 𝐶0
∗)
𝐷𝑇
𝐷
.   
En introduisant ces variables dans les équations dimensionnelles (2.43) (cf chap2.), nous 
obtenons les équations adimensionnelles suivantes qui traduisent respectivement, la 
conservation de la quantité de mouvement, de l’énergie et des espèces :   
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∇. V⃗ = 0 (3.1)  
 𝜕?⃗?
 
𝜕𝑡
+ ?⃗? . ∇?⃗? = −∇P + 𝑅𝑎 𝑃𝑟[𝑇 − 𝜓𝐶]𝑒 𝑧 + 𝑃𝑟∇
2?⃗?  (3.2)  
 𝜕𝑇
𝜕𝑡
+ 𝑉.⃗⃗  ⃗ ∇𝑇 = ∇2𝑇 (3.3)  
 𝜕𝐶
𝜕𝑡
+ ?⃗? . ∇𝐶 =
1
Le
(∇2𝐶 + ∇2T) (3.4)  
Le problème considéré dépend de six paramètres adimensionnels qui sont le nombre de 
Rayleigh thermique𝑅𝑎 = (𝑔𝛽𝑇𝐻
4(𝑞1 + 𝑞2))/(𝜐𝛼𝜆), le nombre de Lewis 𝐿𝑒 = 𝛼/𝐷, le 
nombre de Prandtl 𝑃𝑟 = 𝜐/𝛼, le rapport entre la densité de flux  horizontal et la somme des 
densités des flux 𝑎 =
𝑞2
𝑞1+𝑞2
, le facteur de séparation𝜓 = −
𝛽𝐶
𝛽𝑇
𝐷𝑇
𝐷
𝐶0(1 − 𝐶0) et le rapport 
d’aspect  𝐴 = 𝐿/𝐻, où 𝛼, 𝜆 et 𝜐désignent respectivement la diffusivité thermique, la 
conductivité thermique et la viscosité cinématique du fluide binaire
3.3. Conditions aux limites adimensionnelles 
associées 
En introduisant les variables adimensionnelles du problème, nous obtenons les conditions aux 
limites adimensionnelles suivantes : 
 ?⃗? (𝑥, 𝑧 = 0, 1) = 0                 𝑥 ∈ [0, 𝐴],   ∀ 𝑧 ∈ [0,1] 
?⃗? (𝑥 = (0, 𝐴), 𝑧) = 0               𝑧 ∈ [0,1],    ∀ 𝑥 ∈ [0, 𝐴] 
(3.5)  
 
𝜕𝑇
𝜕𝑥
= −𝑎          en    𝑥 = 0, 𝐴         ∀ 𝑧 ∈ [0,1] 
𝜕𝑇
𝜕𝑧
= 𝑎 − 1      en    𝑧 = 0 , 1         ∀𝑥 ∈ [0, 𝐴] 
(3.6)  
 
  
𝜕𝐶
𝜕𝑧
+
𝜕𝑇
𝜕𝑧
= 0       en    𝑧 = 0, 1         ∀ 𝑥 ∈ [0, 𝐴] 
 
𝜕𝐶
𝜕𝑥
+
𝜕𝑇
𝜕𝑥
= 0      en    𝑥 = 0 , 𝐴        ∀ 𝑧 ∈ [0,1] 
(3.7)  
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3.4. Hypothèse de l’écoulement parallèle 
Le concept de l’écoulement parallèle a été utilisé avec succès dans le passé par plusieurs 
auteurs pour l’étude de la convection naturelle dans des cavités de grands rapports d'aspect. 
Par exemple Cormack et al. (1974) ont utilisé une méthode d’expansion asymptotique pour 
déterminer analytiquement le transfert de chaleur au sein d’une couche fluide chauffée à 
température constante sur les côtés, les parois horizontales étant maintenues thermiquement 
isolées. Cette approche a également été utilisée par Sen et al. [93], Alavyoon [94], Bennacer 
et al. [95], Elhajjar et al. [2; 3]. Cette hypothèse suppose que lorsqu'une cavité présente un 
grand rapport de forme, la composante de la vitesse perpendiculaire à aux parois de plus 
grandes longueurs est négligeable devant l'autre composante. 
Lorsque la cavité présente un grand rapport d’aspect, A >> 1, les lignes de courant, au centre 
de la cavité, deviennent parallèles à l’axe des x,  ce qui conduit à:  
 
?⃗? (𝑥, 𝑧) = 𝑢(𝑧)𝑒𝑥⃗⃗  ⃗ (3.8)  
quelque soit x dans la partie centrale de la cavité. Les profils de la température et de la 
concentration peuvent s’écrire sous la forme d'une somme d’un terme définissant une 
variation longitudinale linéaire et d’un autre terme donnant la distribution transversale : 
 𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝐶𝑇𝑥 + 𝑓(𝑧) (3.9)  
 𝐶(𝑥, 𝑧) = 𝐶𝑆𝑥 + 𝑔(𝑧) (3.10)  
Où CT et CS sont des constantes qui expriment respectivement les gradients de température et 
de concentration selon la direction 𝑥.
3.5. Solution analytique dans le cas d’une cavité de 
grandes extensions horizontales 
Nous avons étudié le problème en considérant deux hypothèses permettant la détermination 
du gradient de température et de concentration selon x soit respectivement: 𝐶𝑇 et 𝐶𝑆. 
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3.5.1. Formulation avec 𝑪𝑻 ≠ 𝒂 
La détermination des constantes de CT et  Cs a été effectuée par ( Trevisan et Bejan [96] ) en 
supposant d'une part que le flux thermique est conservé à travers toute section droite verticale 
de la cavité et que le flux massique est nul à l'état stationnaire:  
 
∫ (𝑢𝑇 −
𝜕𝑇
𝜕𝑥
1
0
)𝑑𝑧 = 𝑎,                            ∀ 𝑥 ∈ [0, 𝐴] 
∫ (𝑢𝐶 −
1
𝐿𝑒
(
𝜕𝐶
𝜕𝑥
1
0
+
𝜕𝑇
𝜕𝑥
))𝑑𝑧 = 0, ∀ 𝑥 ∈ [0, 𝐴] 
(3.11)  
En remplaçant V⃗ (x, z), T(x, z) et C(x, z) par leur expression donnée en (3.8), (3.9) et (3.10) 
dans les équations adimensionnelles (3.1)-(3.4), et en éliminant la pression dans l’équation de 
Navier-Stokes, nous obtenons le système d’équations aux dérivées partielles suivant : 
 
𝜕3𝑢(𝑧)
𝜕𝑧3
− 𝑅𝑎
𝜕
𝜕𝑥
(𝑇 − 𝜓𝐶) = 0 (3.12)  
 
𝜕2𝑇
𝜕𝑧2
− 𝐶𝑇  𝑢(𝑧) = 0 (3.13)  
 
𝜕2(𝐶 + 𝑇)
𝜕𝑧2
− 𝐶𝑆 𝐿𝑒 𝑢(𝑧) = 0 (3.14)  
Puisque les conditions aux limites sur les parois verticales ne sont pas prises en compte (car 
nous ne prenons pas en compte l'écoulement près des parois), d'autres conditions sont 
nécessaires pour résoudre le système d'équations (3.12)-(3.14): 
 Le débit massique à travers une section droite perpendiculaire à l'axe x est égal à zéro: 
 ∫ 𝑢 𝑑𝑧 = 0
1
0
        ∀𝑥 ∈ [0, 𝐴] (3.15)  
 La fraction massique d'un des constituants, ici le plus lourd, sur la totalité de la cellule 
est conservée: 
 ∫ ∫ 𝐶 𝑑𝑧𝑑𝑥 = 0
𝐴
0
1
0
 (3.16)  
En utilisant les conditions aux limites mentionnées précédemment et la condition  de débit 
massique nul à travers toute section droite de la cellule et la conservation des espèces au sein 
de la cavité assimilée à une enceinte fermée on obtient: 
𝑢 = Ψ0 𝑧(2𝑧 − 1)(𝑧 − 1) (3.17)  
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𝑇 = 𝐶𝑇𝑥 +Ψ0𝐶𝑇(
1
10
𝑧5 −
1
4
𝑧4 +
1
6
𝑧3) + (𝑎 − 1)𝑧 + 𝐶𝑠𝑡𝑒. (3.18)  
𝐶 = 𝐶𝑆𝑥 +Ψ0(𝐿𝑒𝐶𝑆 − 𝐶𝑇)(
1
10
𝑧5 −
1
4
𝑧4 +
1
6
𝑧3) + (1 − 𝑎) 𝑧 +
Ψ0
120
 (𝐶𝑇 − 𝐿𝑒𝐶𝑆)
+
1
2
(𝑎 − 1 − 𝐶𝑆𝐴) 
(3.19)  
Où Ψ0 représente l’intensité de la vitesse de l’écoulement donnée par : 
 
Ψ0 =
1
12
𝑅𝑎(𝐶𝑇 −𝜓𝐶𝑆) (3.20)  
La résolution de ce système différentielle  (3.12-3.14) avec les conditions  aux limites et les 
conditions (3.11, 3.15 et 3.16) conduit à l'expression des constantes de CT et de  Cs: 
L’expression du gradient de température est donnée par : 
 
𝐶𝑇 = −
42(60𝑎 + 𝛹0(𝑎 − 1))
𝛹0
2 + 2520
 (3.21)  
Et l’expression de gradient de concentration :                     
 
𝐶𝑆 =
𝐿𝑒𝛹0
2𝐶𝑇 + 42𝐿𝑒𝛹0(𝑎 − 1) − 2520𝐶𝑇
𝐿𝑒2𝛹0
2 + 2520
 (3.22)  
En remplaçant 𝐶𝑇 par sa valeur en fonction de 𝛹0et de 𝑎, on en déduit l'expression de 𝐶𝑆 en 
fonction de 𝛹0et de 𝑎: 
 
𝐶𝑆 = −
2520(𝐿𝑒𝛹0
2𝑎 − 42𝛹0(𝑎 − 1)(𝐿𝑒 + 1) − 2520𝑎)
(𝛹0
2 + 2520)(𝐿𝑒2𝛹0
2 + 2520)
 (3.23)  
En remplaçant  CT et  CS par leur valeur en fonction Ψ0 et de a dans l'équation (3.20) on 
obtient une équation polynomiale du cinquième degré en Ψ0 à coefficients réels soit: 
 
 
2𝐿𝑒2𝛹0
5 + (7𝐿𝑒2𝑅𝑎(1 − 𝑎) + 5040(𝐿𝑒2 + 1))𝛹0
3 + 420𝑎𝑅𝑎𝐿𝑒(𝜓 − 𝐿𝑒)𝛹0
2
+ (17640𝑅𝑎(1 − 𝑎)(𝐿𝑒𝜓 + 𝜓 + 1) + 12700800)𝛹0
− 1058400𝑎𝑅𝑎(1 + 𝜓) = 0 
(3.24)  
Le problème étudié admet donc dans ce cas cinq solutions réelles ou imaginaires.  
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 Cas limite (𝐚 = 𝟎: cavité chauffée par le bas et 
isolée latéralement)   
Les expressions du champ de vitesse, de température et de concentration sont données par les 
relations suivantes: 
{
 
 
 
 
 
 
𝑢 = 𝛹0𝑧(2𝑧 − 1)(𝑧 − 1)
𝑇 = 𝐶𝑇𝑥 + 𝐶𝑇𝛹0 (
1
10
𝑧5 −
1
4
𝑧4 +
1
6
𝑧3) − 𝑧 + 𝐶𝑠𝑡𝑒 
𝐶 =  𝐶𝑆𝑥 + Ψ0(𝐿𝑒𝐶𝑆 − 𝐶𝑇) (
1
10
𝑧5 −
1
4
𝑧4 +
1
6
𝑧3) +  𝑧 +
Ψ0
120
(𝐶𝑇 − 𝐿𝑒𝐶𝑆)
−
1
2
(1 + 𝐶𝑆𝐴)
 
(3.25)  
 
Et l'équation du cinquième degré donnant  Ψ0 se ramène à l'équation suivante: 
𝛹0[2𝐿𝑒
2𝛹0
4 + (7𝐿𝑒2𝑅𝑎 + 5040(𝐿𝑒2 + 1))𝛹0
2
+ (17640𝑅𝑎(𝐿𝑒𝜓 + 𝜓 + 1) + 12700800)] = 0 (3.26)  
On remarque dans ce cas (absence de chauffage latérale) que le problème admet une solution 
nulle associée à la solution d'équilibre mécanique (u = 0). De plus  l'équation du quatrième 
degré obtenue est une équation bicarrée. Suivant le signe du discriminant associé : 
 
49𝐿𝑒4𝑅𝑎2 + (14𝐿𝑒2(5040(𝐿𝑒2 + 1)) − 8𝐿𝑒2(17640(𝐿𝑒𝜓 + 𝜓 + 1)))𝑅𝑎
+ (5040𝐿𝑒2 + 5040)2 − 10160640𝐿𝑒2 (3.27)  
L’équation algébrique bicarrée étudiée admet soit 4 solutions réelles, 4 solutions complexes 
deux à deux conjuguées soit 2 réelles et deux racines complexes conjuguées. 
La figure 3.1 présente l'évolution de la séparation en fonction du nombre de Rayleigh 
pour Le = 203, ψ=0.2 et Pr = 30, pour une cavité chauffée par le bas. Un maximum de 
séparation se trouve à une valeur optimale de Ra, où un couplage optimal entre la convection 
et le temps de  thermodiffusion est obtenu. Lorsque la valeur du nombre de Rayleigh est 
inférieure à la valeur optimale, la thermodiffusion est prédominante. Dans ce cas, la 
séparation est faible. A l'inverse, lorsque la valeur de 𝑅𝑎 > 𝑅𝑎𝑜𝑝𝑡, le régime de convection 
augmente et tend à réduire la séparation des espèces. La solution analytique est en bon accord 
avec la solution numérique représentée par des points. 
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FIGURE 3-1 Séparation en fonction du nombre de Rayleigh pour un mélange binaire d'eau 
(60%) et d'éthanol (40%) (Le=203, 𝜓 = 0.2) dans une cavité chauffée par le bas avec un flux 
de chaleur uniforme. 
 Cas limite 𝐚 = 𝟏 (cavité chauffée latéralement et 
isolée au niveau des parois horizontales) 
Les expressions du champ de vitesse, de température et de concentration sont données par les 
relations suivantes: 
 
 
 
 
{
 
 
 
 
𝑢 = 𝛹0𝑧(2𝑧 − 1)(𝑧 − 1)
𝑇 = 𝐶𝑇𝑥 + 𝐶𝑇𝛹0 (
1
10
𝑧5 −
1
4
𝑧4 +
1
6
𝑧3) + 𝐶𝑠𝑡𝑒 
𝐶 = 𝐶𝑆𝑥 + 𝛹0(𝐿𝑒𝐶𝑆 − 𝐶𝑇)(
1
10
𝑧5 −
1
4
𝑧4 +
1
6
𝑧3) +
𝛹0
120
 (𝐶𝑇 − 𝐿𝑒𝐶𝑆) −
1
2
𝐶𝑆𝐴
 (3.28)  
L'équation du cinquième degré donnant  Ψ0 se ramène dans ce cas à: 
2𝐿𝑒2𝛹0
5 + 5040(𝐿𝑒2 + 1)𝛹0
3 + 420𝑅𝑎𝐿𝑒(𝜓 − 𝐿𝑒)𝛹0
2 + 12700800𝛹0 − 1058400𝑅𝑎(1
+ 𝜓) = 0 (3.29)  
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On en déduit donc qu'en présence de chauffage latérale le problème étudié dans ce cas 
n'admet pas de solution d'équilibre mécanique quelle que soit la valeur du nombre de 
Rayleigh. 
L'évolution de la séparation en fonction du nombre de Rayleigh est présentée sur la figure 3.2, 
un maximum de séparation se trouve à une petite valeur de Ra. Sachant que Ra dans le cas 
𝑎 = 1 est basé seulement sur la densité de flux horizontale 𝑞2. On remarque que la séparation 
diminue considérablement en avec l'augmentation de Ra.  
 
FIGURE 3-2 Séparation en fonction du nombre de Rayleigh pour un mélange binaire 
d''eau (60%) et d'éthanol (40%) (a = 1, Le = 203,ψ = 0.2) dans une cavité chauffée par 
le bas avec un flux de chaleur constant. 
3.5.2. Conditions aux limites thermiques réelles 
On prend en compte au niveau de cette formulation les conditions aux limites thermiques 
réelles fixées en x=0 et en x = A, on a CT = −a soit: 
 T(x, z) = −ax + f(z) (3.30)  
On conserve dans cette partie la condition de flux de matière nul, à l'état stationnaire, à travers 
toute section droite de l'écoulement  
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Il suffit de remplacer dans le système différentiel (3.12-3.14) la constante CT par – a, et dans 
ce cas Ψ0 = −
1
12
Ra(a + ψCS). Les profils de vitesse, de température et de fraction massique 
à l’état stationnaire sont donnés par : 
 
𝑢 = −
1
12
𝑅𝑎 𝑧(2𝑧 − 1)(𝑧 − 1)(𝐶𝑆𝜓 + 𝑎) (3.31)  
 
𝑇 = −𝑎𝑥 − Ψ0𝑎 (
1
10
𝑧5 −
1
4
𝑧4 +
1
6
𝑧3) + (𝑎 − 1)𝑧 + 𝑐𝑠𝑡𝑒 (3.32)  
 
𝐶 = 𝐶𝑆𝑥 +Ψ0(𝐿𝑒𝐶𝑆 + 𝑎)(
1
10
𝑧5 −
1
4
𝑧4 +
1
6
𝑧3) + (1 − 𝑎) 𝑧 −
Ψ0
120
 (𝑎
+ 𝐿𝑒𝐶𝑆) +
1
2
(𝑎 − 1 − 𝐶𝑆𝐴) 
(3.33)  
On est donc conduit à l’équation algébrique en CS du troisième degré: 
Cette équation admet soit trois racines réelles ou une racine réelle et deux complexes 
conjugués. 
 Détermination du gradient de fraction massique, 
𝐂𝐒, dans le cas où 𝐚 = 𝟎 
Pour 𝑎 = 0, le flux au niveau des parois verticales est nul et dans ce cas on obtient trois 
solutions pour le gradient de fraction massique 𝐶𝑆 
 
𝐶𝑆(𝑎 = 0) = ∓
6√−1008 + 14𝐿𝑒𝑅𝑎𝜓
𝑅𝑎𝐿𝑒𝜓
 𝑒𝑡 𝐶𝑠(𝑎 = 0) = 0 (3.35)  
Le problème étudié dans ce cas admet 2 solutions réelles associées à un écoulement dans un 
sens et le même écoulement tournant dans le sens inverse et puis à la solution d'équilibre 
mécanique associée à Cs(a = 0) = 0 et conduisant à une vitesse nulle (Ψ0 = −
1
12
𝑅𝑎(𝑎 +
𝜓𝐶𝑆) si:    Raψ >
1008
14Le
=
72
Le
 .                                      
 
−
𝐿𝑒2𝑅𝑎2𝜓2
362880
𝐶𝑆
3 − (
𝐿𝑒𝑅𝑎2𝜓2𝑎
362880
+
𝐿𝑒2𝑅𝑎2𝜓𝑎
181440
)𝐶𝑆
2
− (
𝐿𝑒2𝑅𝑎2𝑎2
362880
−
𝐿𝑒𝑅𝑎𝜓(1 − 𝑎)
720
+
𝐿𝑒𝑅𝑎2𝜓𝑎2
181440
+ 1)𝐶𝑆
−
𝐿𝑒𝑅𝑎2𝑎3
362880
+ (
𝑅𝑎𝐿𝑒𝑎(1 − 𝑎)
720
) + 𝑎 = 0 
(3.34)  
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- Pour 𝑅𝑎 > 0,  𝜓 > 0 et inversement 𝑅𝑎 < 0, 𝜓 < 0 le problème étudié admet que la 
solution d'équilibre mécanique, les deux autres solutions ne sont pas associées à un 
écoulement réel. 
- Pour  Ra et 𝜓 tous deux positifs on en déduit 𝑅𝑎 > 72/𝐿𝑒𝜓  ce qui correspond à la 
condition nécessaire d'obtention de solutions réelles associées à un écoulement convectif. 
Pour  𝑅𝑎 et 𝜓 tous deux négatifs on en déduit 𝑅𝑎 < 72/𝐿𝑒𝜓  pour avoir deux solutions 
réelles opposées. 
Ce résultat a été trouvé par Knobloch et al. [97] lors de l'étude de la stabilité linéaire de 
l'écoulement de pure double diffusion en présence d'effet Soret pour une cavité horizontale 
chauffée par le bas dont les parois horizontales sont isothermes et non comme dans notre cas 
soumises à une densité de flux constant. 
L’optimum de séparation dans ce cas est obtenu pour 𝑅𝑎𝑂𝑝𝑡 >
1440
𝜓𝐿𝑒
, soit deux fois le Rayleigh 
créatique (𝑅𝑎𝑐) conduisant à la naissance de l’écoulement unicellulaire. En remplaçant Ra par 
sa valeur optimale dans l’équation (3.35), on en déduit la valeur maximale du gradient de 
fraction massique: 𝐶𝑆𝑚𝑎𝑥 =
√70
20
≈ 0.4183. 
 Détermination du gradient de fraction massique, 
𝐂𝐒, dans le cas où 𝐚 ≠ 𝟎 
Pour a ≠ 0, l’équation (3.34) admet une racine réelle et deux racines complexes conjuguées 
en fonction de Le, Ra, ψ et 𝑎. Cette expression longue est compliquée est donnée en Annexe 
A.  
Nous avons déterminé, en utilisant le logiciel Maple, la valeur optimale de 𝑎 = 𝑓(𝐿𝑒), et de 
𝑅𝑎 = 𝑓(𝐿𝑒, 𝜓) conduisant au maximum de séparation, leur expression sont données en 
Annexe A. Le maximum de séparation, 𝐶𝑆, est donnée par : 
 
𝐶𝑠𝑚𝑎𝑥 = −
7𝐿𝑒(𝐿𝑒 − 1) ± √49𝐿𝑒4 + 378𝐿𝑒3 + 609𝐿𝑒2 + 280𝐿𝑒
34𝐿𝑒2 + 40𝐿𝑒 + 20
 (3.36)  
La séparation dans ce cas est maximum pour 𝐿𝑒 =
10±√70
3
, ce qui conduit à 𝐶𝑆𝑚𝑎𝑥 =
179√70±1400
400√70±3580
≈ ±0.4183. On présente sur la figure 3.3 les valeurs optimale de séparation en 
fonction de nombre de Lewis. On trouve que deux solutions sont possibles avec des valeurs 
négatives ou positives pour 𝐶𝑆. Le même  maximum de séparation est obtenu pour les deux 
solutions, tout en remarquant que dans le cas ou 𝐶𝑆 est positive, 𝐶𝑆𝑚𝑎𝑥 est obtenue pour une 
valeur du nombre de Lewis supérieur à celui correspondant à 𝐶𝑆𝑚𝑎𝑥 négative. Les deux 
solutions peuvent s’expliquer par le fait que l’écoulement dans la cellule peut se produire dans 
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le sens des aiguilles d’une montre ou dans le sens inverse. Etant donné que le flux latéral 
imposé rendre le mélange moins dense dans le côté gauche de la cavité, cela favorise 
l’écoulement dans le sens le sens des aiguilles de la montre, dans ce cas la séparation sera plus 
grande que si l’écoulement s’est produit dans le sens inverse. 
 
 
FIGURE 3-3 Séparation maximale, obtenue par la relation (3.36), en fonction du nombre de 
Lewis. 
La figure 3.4 montre une représentation 3𝐷 de la séparation en fonction de 𝑅𝑎 et de 𝑎, pour le 
cas d’un liquide (𝐿𝑒 = 100, 𝜓 = 0.1). La séparation maximale est obtenue, dans ce cas, pour 
des petites valeurs de 𝑅𝑎, et pour des valeur moyennes de a. Pour le cas d’un  gaz (𝐿𝑒 =
5, 𝜓 = 0.1) (figure 3.5), la séparation maximale est obtenue pour des valeurs moyennes de 𝑎, 
mais pour des valeurs plus grandes du nombre de Ra (par rapport au cas d’un liquide). 
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FIGURE 3-4 Représentation 3𝐷 de la séparation en fonction de a et de 𝑅𝑎, pour 𝐿𝑒 = 100, 
𝜓 = 0.1. 
 
FIGURE 3-5 Représentation 3𝐷 de la séparation en fonction de a et de 𝑅𝑎, pour 𝐿𝑒 = 5, 
𝜓 = 0.1. 
On présente sur la figure 3.6 une comparaison de la variation de la séparation des espèces en 
fonction de a pour 𝑅𝑎 =  10, 𝐿𝑒 =  100, 𝜓 =  0.1. La solution analytique est représentée 
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par des traits discontinues (cas 𝐶𝑇 ≠ 𝑎 ) ou en trait plein (cas 𝐶𝑇 = 𝑎), les résultats 
numériques sont représentés par des symboles. Les résultats analytiques sont identiques dans 
les deux cas. Les résultats analytiques et numériques sont en bon accord. On remarque que la 
séparation augmente jusqu’à une valeur optimale de a, au-delà de laquelle la séparation 
commence à diminuer. Le maximum de séparation CSmax = 0.497 est obtenu pour 𝑎 = 0.4. 
La figure 3.7 montre les iso-fractions massiques pour différentes valeurs de a pour un fluide 
binaire avec 𝐿𝑒 =  100, 𝜓 =  0.1, 𝑃𝑟 =  10 𝑒𝑡 𝐴 =  10, et pour 𝑅𝑎 =  10. Les couleurs 
indiquent l’intensité de la fraction massique de l’espèce la plus dense. Pour des faibles valeurs 
de 𝑎  les iso-concentrations sont presque parallèles à l’horizontale, alors que pour des grandes 
valeurs de 𝑎  les iso-concentrations sont trop déformées et dans ces deux cas la séparation est 
faible, la meilleure séparation est obtenue lorsque les iso-concentrations sont inclinés d’un 
angle de l’ordre de 45°. 
 
FIGURE 3-6 Séparation en fonction de 𝑎 , pour 𝑎 = 𝐶𝑇 et 𝑎 ≠ 𝐶𝑇 pour 𝑅𝑎 =  10,𝐿𝑒 =
 100, 𝜓 =  0.1, 𝑃𝑟 =  10 et 𝐴 =  10 
 
 
(a) 
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(b) 
 
(c) 
FIGURE 3-7 Iso-fractions massiques pour différentes valeurs de 𝑎, (a) a = 0.1 (b) 𝑎 = 0.5 
(c)𝑎 = 0.8 avec 𝑅𝑎 = 10, 𝐿𝑒 =  100, 𝜓 =  0.1, 𝑃𝑟 =  10 et 𝐴 =  10. 
Sur la figure 3.8, nous présentons une comparaison de la séparation, 𝐶𝑆, en fonction de 𝑎 dans 
les deux cas : 𝐶𝑇 ≠ 𝑎 ( courbe avec tirets) et 𝐶𝑇 = 𝑎 (courbe en trait plein rouge), pour 
𝐿𝑒 = 100, 𝑅𝑎 = 100, 𝜓 = 0.1. 
 Pour 𝐶𝑇 = 𝑎, la séparation est légèrement différente de celle obtenue dans le cas où 𝐶𝑇 ≠ 𝑎. 
Nous présentons sur la même figure des valeurs de la séparation obtenues numériquement en 
considérant l’hypothèse que le terme 𝐶(1 − 𝐶) varie peu par rapport à C0(1 − C0). On 
constate que lorsqu’on prend en compte cette dernière hypothèse, un bon accord entre les 
résultats analytiques et numériques est trouvé, de plus, les résultats numériques sont plus 
proches des résultats analytiques obtenus dans le cas ou 𝐶𝑇 est considérée différente de 𝑎. 
La figure 3.9 montre les iso-fractions massiques pour différentes valeurs de a pour un fluide 
binaire avec 𝐿𝑒 =  100, 𝜓 =  0.1, 𝑃𝑟 =  10 𝑒𝑡 𝐴 =  10, et pour 𝑅𝑎 =  100. Les couleurs 
indiquent l’intensité de la fraction massique de l’espèce la plus dense. Lorsque 𝑎 augmente, 
c’est à dire, lorsque le rapport entre le flux latérale et le flux verticale augmente, la courbure 
des lignes des iso-fractions massiques augmente et la séparation diminue. 
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FIGURE 3-8 Séparation en fonction de 𝑎, pour 𝑎 = 𝐶𝑇 et 𝑎 ≠ 𝐶𝑇 pour 𝑅𝑎 =  100,𝐿𝑒 =
 100, 𝜓 =  0.1, 𝑃𝑟 =  10 et 𝐴 =  10 
 
(a) 
 
(b) 
 
(c)  
FIGURE 3-9 Iso-fractions massiques pour différentes valeurs de 𝑎, (a) 𝑎 = 0.1 (b) 𝑎 =
0.5(c)𝑎 = 0.8  avec 𝑅𝑎 = 10, 𝐿𝑒 =  100, 𝜓 =  0.1, 𝑃𝑟 =  10 et 𝐴 =  10. 
Les figures 3.10 et 3.11 traduisent la variation de la séparation en fonction de Ra, pour 
𝑎 =  0.1 et 𝑎 = 0.5 respectivement, pour 𝐿𝑒 =  100 et 𝜓 =  0.1. La ligne en trait plein 
correspond au cas où 𝐶𝑇 = 𝑎, alors que la courbe en tirets correspond au cas où CT ≠ a.  
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 Pour le cas où 𝑎 = 0.1 (figure 3.10), on trouve un bon accord entre les résultats analytiques 
obtenus pour CT ≠ a et CT = a jusque une valeur optimale Ra ≈ 41 correspondante à une 
maximum de séparation (CS ≈ 0.435). Pour des Ra plus grands, on relève une différence 
entre les résultats analytiques obtenus dans les deux cas. Les résultats numériques sont en bon 
accord avec ceux obtenus dans le cas où CT ≠ a.  
On présente sur la même figure les iso-fractions massiques pour différentes valeurs de a. Les 
couleurs indiquent l’intensité de la fraction massique de l’espèce la plus dense. Pour des 
faibles valeurs de 𝑅𝑎  les iso-concentrations sont presque parallèles à l’horizontale, alors que 
pour des grandes valeurs de 𝑅𝑎  les iso-concentrations sont trop déformées et dans ces deux 
cas la séparation est faible, la meilleure séparation est obtenue lorsque les iso-concentrations 
sont inclinés d’un angle de l’ordre 45°. 
Pour a=0.5 (figure 3.11), on constate que les résultats analytiques obtenus dans les deux cas ( 
CT = a et CT ≠ a) sont presque identiques. Le maximum de séparation  (CS ≈ 0.58) est 
obtenu pour Ra ≈ 5. 
 
FIGURE 3-10 Séparation en fonction du nombre de Rayleigh pour 𝑎 = 0.1, 𝐿𝑒 =  100,
𝜓 =  0.1 et pour les cas 𝐶𝑇 = 𝑎 et 𝐶𝑇 ≠ 𝑎. 
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FIGURE 3-11 Séparation en fonction du nombre de Rayleigh pour 𝑎 = 0.5, 𝐿𝑒 =  100,
𝜓 =  0.1 et pour les cas CT = a et CT ≠ a. 
Le Tableau 3.1 montre les résultats obtenus analytiquement et numériquement dans les cas où 
𝐶𝑇 = 𝑎 et 𝐶𝑇 ≠ 𝑎 pour 𝑅𝑎 =  10, 100, 𝐿𝑒 = 100, 𝜓 =  0.1 et 𝑃𝑟 =  10, et pour différentes 
valeurs de 𝑎. 
 
TABLEAU 3-1Comparaison entre les résultats analytiques et numériques pour dans les cas 
où 𝐶𝑇 = 𝑎 et 𝐶𝑇 ≠ 𝑎 pour 𝑅𝑎 =  10, 100, 𝐿𝑒 = 100, 𝜓 =  0.1 et 𝑃𝑟 =  10, et pour 
différentes valeurs de 𝑎. 
 
𝑹𝒂 = 𝟏𝟎, 𝑳𝒆 = 𝟏𝟎𝟎,     𝝍 = 𝟎. 𝟏 Ra=100, 𝑳𝒆 = 𝟏𝟎𝟎 ,    𝝍 = 𝟎. 𝟏 
a 𝑪𝑻 𝒎𝒂 𝒎𝑪𝑻 𝒎𝑵𝒖𝒎 𝑪𝑻 𝒎𝒂 𝒎𝑪𝑻 𝒎𝑵𝒖𝒎 
0.05 0,051 0.132 0,134 0.134 0,063 0,385 0,368 0.368 
0.10 0,102 0.245 0,249 0.249 0,118 0,304 0,281 0.281 
0.15 0,152 0.335 0,339 0.340 0,173 0,235 0,215 0.282 
0.20 0,203 0.403 0,406 0.406 0,227 0,184 0,167 0.169 
0.25 0,253 0.449 0,452 0.350 0,280 0,146 0,132 0.132 
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0.30 0,303 0.478 0,481 0.480 0,332 0,117 0,107 0.108 
0.35 0,354 0.493 0,495 0.494 0,384 0,095 0,087 0.088 
0.40 0,404 0.496 0,497 0.497 0,434 0,077 0,071 0.074 
0.45 0,454 0.491 0,492 0.492 0,484 0,063 0,058 0.060 
0.50 0,504 0.480 0,480 0.480 0,533 0,051 0,048 0.050 
0.55 0,554 0.463 0,463 0.464 0,581 0,041 0,039 0.039 
0.60 0,604 0.444 0,443 0.444 0,628 0,033 0,031 0.032 
0.65 0,653 0.421 0,421 0.420 0,674 0,026 0,024 0.025 
0.70 0,703 0.398 0,397 0.398 0,720 0,020 0,019 0.047 
0.75 0,753 0.373 0,373 0.372 0,764 0,014 0,013 0.013 
0.80 0,802 0.348 0,348 0.348 0,808 0,009 0,009 0.0091 
3.6. Discussion
On constate que le profil de la vitesse dépend de 𝑅𝑎, 𝑎, 𝜓 et 𝐿𝑒 (𝐿𝑒 intervient via le gradient 
de fraction massique 𝐶𝑆). La vitesse s’annule en 𝑧 = 1/2 dans tous les cas (le profil est 
symétrique par rapport au point= 1/2). Le profil de vitesse associé à l’écoulement 
unicellulaire est invariant lorsque 𝑅𝑎, 𝑎 et 𝜓 varient, seul change l’intensité de cette vitesse. 
Cette vitesse est nulle lorsque les conditions sont réalisées pour avoir 𝐶𝑆𝜓 + 𝑎 = 0, dans ce 
cas le flux thermique latéral induit une variation de la masse volumique entre les deux 
extrémités 𝑥 = 0 et 𝑥 = 𝐿 compensée par la variation de la masse volumique induite par la 
variation de la fraction massique. Par contre cette vitesse est différente de zéro  pour un 
chauffage latéral seul (𝑞1 = 0), il s’ensuit 𝑎 = 1 et 𝑅𝑎 = 𝑅𝑎(𝑞2) : 
 𝑢 = −
1
12
𝑅𝑎 𝑧(2𝑧 − 1)(𝑧 − 1)(𝐶𝑆𝜓 + 1) (3.37)  
Dans le cas où le flux latéral est nul (𝑞2 = 0), donc 𝑎 = 0 et 𝑅𝑎 = 𝑅𝑎(𝑞1) et la vitesse :  
 𝑢 = −
1
12
𝑅𝑎 𝑧(2𝑧 − 1)(𝑧 − 1)𝐶𝑆𝜓 (3.38)  
On peut également noter que le profil de vitesse généré par un seul des gradients thermiques 
imposés (𝑞1 = 0 où 𝑞2 = 0 ) reste inchangé dans ces deux cas.  
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Sur la figure 3-12, on présente les profils de vitesse obtenus à partir de l’équation (3.34) pour 
𝑅𝑎 = 400, 𝜓 = 0.2 et 𝐶𝑆 = 0.4 (courbe en tirets points), 𝑅𝑎 = 300, 𝜓 = 0.2 et 𝐶𝑆 = 0.4 
(courbe en tirets) et pour 𝑅𝑎 = 200, 𝜓 = 0.1 et 𝐶𝑆 = 0.3 (trait plein). Comme nous le 
remarquons sur cette figure le profil de vitesse s’annule en 𝑧 = 1/2 dans les trois 
configurations, et seul change l’intensité de cette vitesse. 
 
FIGURE 3-12 Profil de vitesse pour 𝜓 = 0.2 et 𝐶𝑆 = 0.4 pour 𝑅𝑎 = 400, 300,  et pour 
𝜓 = 0.1 et 𝐶𝑆 = 0.3  et 𝑅𝑎 = 200. 
Sur les figures 3.13, on présente une comparaison du profil de vitesse dans les deux cas 
(𝐶𝑇 = 𝑎, 𝐶𝑇 ≠ 𝑎) pour 𝑅𝑎 = 10 et 𝑎 = 0.1, 𝑎 = 0.5 (fig.3.13a et 3.13b respectivement), 
𝑅𝑎 = 100 et a=0.1 et 𝑎 = 0.5 (fig. 3.13c et 3.13d respectivement). On constate que pour 
𝑅𝑎 = 10 les deux courbes se superposent. Pour 𝑅𝑎 = 100, nous pouvons distinguer une 
légère différence entre les deux courbes. 
Un très bon accord est obtenu entre les résultats obtenus numériquement, en utilisant le 
logiciel COMSOL, et les résultats analytiques obtenus dans le cas où 𝐶𝑇 est considéré 
différent de 𝑎 (𝐶𝑇 ≠ 𝑎) pour 𝑅𝑎 = 10 𝑒𝑡 100. 
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(𝑎)𝑅𝑎 = 10, 𝑎 = 0.1(𝐶𝑇 = 0.101)        (𝑏)  𝑅𝑎 = 10, 𝑎 = 0.5 (𝐶𝑇 = 0.503) 
 
 
(𝑐)𝑅𝑎 = 100, 𝑎 = 0.1(𝐶𝑇 = 0.118) (𝑑) 𝑅𝑎 = 100, 𝑎 = 0.5 (𝐶𝑇 = 0.533)  
FIGURE 3-13 Comparaison des profils de vitesse pour 𝐿𝑒 = 100 et 𝜓 = 0.1 et pour : (a) 
𝑅𝑎 = 10, 𝑎 = 0.1, (b) 𝑅𝑎 = 10, 𝑎 = 0.5 (c) 𝑅𝑎 = 100, 𝑎 = 0.1(d) 𝑅𝑎 = 100, 𝑎 = 0.5. 
La température dépend directement  de 𝑅𝑎,𝜓 et de 𝑎,  et indirectement du nombre de 
Lewis qui intervient via le gradient de fraction massique 𝐶𝑆. Cette température se ramène à : 
−𝑎𝑥 + (𝑎 − 1)𝑧 + 𝐶𝑠𝑡𝑒 lorsque les conditions sont réalisées pour avoir: 𝑎 + 𝜓𝐶𝑆 = 0. Par 
contre quand  𝑞1 = 0, on a  𝑎 = 1, le nombre de Rayleigh dans ce cas est basé sur q2. En 
substituant 𝑎 = 1 dans l’équation (3.35) on obtient : 
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𝑇𝑞1=0 = −𝑥 +
1
720
𝑅𝑎 𝑧3(6𝑧2 − 15𝑧 + 10) (1 +𝑚𝜓) +  𝐶𝑠𝑡𝑒 (3.39)  
Pour 𝑞2 = 0, on a  𝑎 = 0, dans ce cas le profil de température associé à l’écoulement 
unicellulaire est purement conductif : 
 𝑇(𝑞2=0) = −𝑧 +  𝐶𝑠𝑡𝑒 (3.40)  
Les profils de température associés à Tq1=0 et  à Tq2=0 sont présentés sur la figure 3.14. 
 
(a)                                                                  (b) 
FIGURE 3-14 Profil de température  pour 𝑅𝑎 = 100, 𝐿𝑒 = 100, 𝜓 = 0.1 et pour 
(a) 𝑎 = 1 (𝑞1  = 0) (b) 𝑎 = 0 (𝑞2  = 0). 
Sur les figures 3.15 et 3.16 on présente le profil de température en fonction de z à 𝑥 = 5,  
pour différentes valeurs de 𝑎, et  pour 𝑅𝑎 = 10  (figure 3.15) et 𝑅𝑎 =  100 (figure 3.16) et 
pour 𝐿𝑒 = 100, 𝜓 = 0.1, dans le cas où 𝐶𝑇 = 𝑎 et 𝐶𝑇 ≠ 𝑎. Les valeurs numériques sont 
représentées par des points. Pour 𝑅𝑎 = 10 (figure 3.15), on constate que pour 𝑎 = 0.1 les 
résultats analytiques obtenus par les deux méthodes (𝐶𝑇 = 𝑎 et 𝐶𝑇 ≠ 𝑎) sont en bon accord, la 
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différence entre les résultats augmente en augmentant 𝑎. On trouve qu’un bon accord entre les 
résultats analytiques et numériques pour le cas où 𝐶𝑇 ≠ 𝑎. 
 
 (𝑎) 𝑎 = 0.1 (𝑏) 𝑎 = 0.5 
 
(𝑐) 𝑎 = 0.8 
FIGURE 3-15 Comparaison des profils de température dans les deux cas (𝐶𝑇 = 𝑎 et 𝐶𝑇 ≠ 𝑎) 
pour 𝑅𝑎 = 10, 𝐿𝑒 = 100 et 𝜓 = 0.1 et pour : (a) 𝑎 = 0.1 (b) 𝑎 = 0.5 (c) 𝑎 = 0.8. 
Pour 𝑅𝑎 = 100, on trouve une différence importante  entre les résultats obtenus dans les deux 
cas (𝐶𝑇 = 𝑎 et 𝐶𝑇 ≠ 𝑎). Les résultats obtenus numériquement sont en bon accord avec ceux 
obtenus analytiquement dans le cas où 𝐶𝑇 ≠ 𝑎 pour les faibles valeurs de 𝑎 (𝑎 = 0.1), pour 
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des valeurs plus grandes 𝑎 (𝑎 = 0.5, 𝑎 = 0.8), les résultats analytiques et numériques ne sont 
plus en accord. 
 
(𝑎) 𝑎 = 0.1(𝑏) 𝑎 = 0.5 
 
 (𝑐)  𝑎 = 0.8 
FIGURE3-16 Comparaison des profils de température dans les deux cas  (𝐶𝑇 = 𝑎 et 𝐶𝑇 ≠ 𝑎) 
pour 𝑅𝑎 = 100, 𝐿𝑒 = 100 et 𝜓 = 0.1 et pour : (a) 𝑎 = 0.1 (b) 𝑎 = 0.5 (c) 𝑎 = 0.8. 
Le profil de concentration dépend également de 𝑅𝑎, 𝑎, 𝜓 et de 𝐿𝑒 qui intervient 
également via le gradient de fraction massique 𝐶𝑆. Lorsque les conditions sont réalisés pour 
avoir (𝑎 + 𝐶𝑆𝜓) = 0 ou (𝑎 + 𝐶𝑆𝐿𝑒) = 0 la concentration se réduit à : 
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 𝑐 = 𝑚𝑥 + (1 − 𝑎)𝑧 −
1 − 𝑎 + 𝐶𝑆𝐴
2
 (3.41)  
Par contre, pour 𝑞1 = 0 (𝑎 = 1) la concentration sera noté 𝑐𝑞1𝑛𝑢𝑙, et 𝑐𝑞2𝑛𝑢𝑙 lorsque 𝑞2 =
0 (𝑎 = 0) : 
𝑐𝑞1𝑛𝑢𝑙 = 𝑚𝑥 −
1
12
𝑅𝑎(𝜓𝐶𝑆 + 1)(1 + 𝐿𝑒𝐶𝑆) (
1
10
𝑧5 −
1
4
𝑧4 +
1
6
𝑧3 −
1
120
) −
1
2
𝑚𝐴 (3.42)  
 
𝑐𝑞2𝑛𝑢𝑙 = 𝑚𝑥 −
1
12
𝑅𝑎𝜓𝐶𝑆
2𝐿𝑒 (
1
10
𝑧5 −
1
4
𝑧4 +
1
6
𝑧3 −
1
120
) + 𝑧 −
𝑚𝐴 + 1
2
 (3.43)  
Le profil de concentration selon 𝑧 est différent entre 𝑐𝑞1𝑛𝑢𝑙 et 𝑐𝑞2𝑛𝑢𝑙. 
Nous présentons sur les figures (3.17) et (3.18) les profils de concentration obtenus dans les 
deux cas : 𝐶𝑇 = 𝑎  et 𝐶𝑇 ≠ 𝑎 , avec 𝐿𝑒 = 100 et 𝜓 = 0.1 pour 𝑎 = 0.1, 0.8 et 𝑅𝑎 = 10 
(figure 3.17) et pour 𝑎 = 0.1, 0.8 et 𝑅𝑎 = 100. 
Pour 𝑅𝑎 = 10, on constate que les résultats analytiques obtenus par les deux méthodes sont 
superposés. Pour 𝑅𝑎 = 10, on note une légère différence entre les deux résultats. Les résultats 
numériques sont en bon accord avec ceux obtenus analytiquement dans le cas où 𝐶𝑇 ≠ 𝑎.
 
(𝑎) 𝑅𝑎 = 10, 𝑎 = 0.1(𝑏) 𝑅𝑎 = 10, 𝑎 = 0.8 
FIGURE 3-17 Comparaison des profils de concentration, dans le cas 𝐶𝑇 ≠ 𝑎 (trait en couleur 
noir), et dans le cas 𝐶𝑇 = 𝑎 (trait en couleur rouge) pour 𝑅𝑎 = 10 et pour 𝐿𝑒 = 100, 𝜓 = 0.1 
avec : (a) 𝑎 = 0.1  (b) 𝑎 = 0.8. 
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 (𝑎) 𝑅𝑎 = 100, 𝑎 = 0.1(𝑏) 𝑅𝑎 = 100, 𝑎 = 0.8 
 
FIGURE 3-18 Comparaison des profils de concentration, dans le cas 𝐶𝑇 ≠ 𝑎 (trait en couleur 
noir), et dans le cas 𝐶𝑇 = 𝑎 (trait en couleur rouge) pour 𝑅𝑎 = 100 et pour 𝐿𝑒 = 100, 𝜓 =
0.1 avec : (a) 𝑎 = 0.1  (b) 𝑎 = 0.8. 
3.7. Simulations Numériques 
3.7.1. Simulations numériques 2D 
Des simulations numériques instationnaires ont été menées en vue de les confronter avec les 
résultats analytiques. Pour ce faire, la solution numérique des équations du problème avec les 
conditions aux limites associées (3.5) – (3.7), et avec différentes valeurs initiales pour (V⃗ , C,
T)  a été obtenue en utilisant la version 3.5 du logiciel commercial Comsol, basé sur la 
méthode des éléments finis. Le solveur des systèmes linéaires choisi a été "UMFPACK " pour 
toutes nos simulations. Le choix du maillage doit être considéré comme un compromis entre 
la convergence et les besoins en mémoire du solveur. Les éléments " quadratique " de la grille 
uniforme ont été générés en utilisant la fonction intégrée de maillage. Le schéma de Lagrange 
P2-P1 a été sélectionné pour traiter le couplage vitesse-pression. La cavité étudiée étant de 
forme rectangulaire le maillage quadratique de 4000 éléments (69 986 degrés de liberté) est 
dans ce cas le plus indiqué. Comme la solution analytique est valable pour de grands rapports 
d'aspect (A ≫ 1), alors, le rapport d'aspect A = 10 a été utilisé pour toutes nos simulations 
numériques. 
Le modèle analytique est en bon accord avec les résultats numériques obtenus en résolvant les 
équations sans recours au modèle de l’écoulement parallèle. 
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3.7.2. Simulations numériques 3D 
Nous avons effectué des simulations numériques 3D pour analyser l'effet du rapport d'aspect 
latéral. Les simulations numériques permettent de prédire l’évolution des champs thermique, 
cinématique et massique du système. Si leur utilisation est généralement plus économique et 
plus souple que l’expérimentation physique, des validations sont toujours indispensables pour 
garantir leur pertinence. Les résultats exhibés au cours du développement de ce paragraphe, 
concernent spécialement l’analyse de l’effet du confinement latéral (𝐴𝑦) sur la séparation, de 
plus, il s’agit d’une comparaison avec les résultats 2D obtenus analytiquement et 
numériquement.  
La configuration géométrique étudiée est constituée d’une cavité parallélépipédique allongée 
remplie par un fluide binaire, et soumise à des flux de chaleur uniformes et croisés, comme 
illustré sur la figure 3.19. La cavité a dimensions Lx, Ly et Lz. Un flux de chaleur uniforme 
q2 est appliqué sur les deux parois verticales (plan yz)  alors que les limites horizontales 
supérieure et inférieure (plan xy) sont soumises à un flux de chaleur uniforme verticale q1. 
Des conditions aux limites adiabatiques et imperméables ont été imposées sur les autres parois 
verticales. 
 
 
FIGURE 3-19 Géométrie 3D du problème. 
Les équations régissant l’écoulement sont les équations de continuité, de Navier-Stokes, la 
conservation de l’énergie et la conservation des espèces. En prenant en compte 
l’approximation de Boussinesq, les équations de base régissant l’écoulement et les transferts 
de chaleur sont données respectivement par: 
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Équation de continuité: 
 𝜕𝑢
∗
𝜕𝑥
+
𝜕𝑣∗
𝜕𝑦
+
𝜕𝑤∗
𝜕𝑧
= 0 (3.44)  
Équation de conservation de la quantité de mouvement : 
𝑢∗
𝜕𝑢∗
𝜕𝑥
+ 𝑣∗
𝜕𝑢∗
𝜕𝑦
+ 𝑤∗
𝜕𝑢∗
𝜕𝑧
= −
1
𝜌0
∗
𝜕𝑝∗
𝜕𝑥
+ 𝜐(
𝜕2𝑢∗
𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢∗
𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑢∗
𝜕𝑧2
) 
𝑢∗
𝜕𝑣∗
𝜕𝑥
+ 𝑣
𝜕𝑣∗
𝜕𝑦
+ 𝑤∗
𝜕𝑣∗
𝜕𝑧
= −
1
𝜌0
∗
𝜕𝑝∗
𝜕𝑦
+ [𝛽𝑇(𝑇
∗ − 𝑇0
∗) − 𝛽𝐶(𝐶
∗ − 𝐶0
∗)]𝑔
+ 𝜐(
𝜕2𝑣∗
𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑣∗
𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑣∗
𝜕𝑧2
)]    
𝑢∗
𝜕𝑤∗
𝜕𝑥
+ 𝑣∗
𝜕𝑤∗
𝜕𝑦
+ 𝑤∗
𝜕𝑤∗
𝜕𝑧
= −
1
𝜌0
∗
𝜕𝑝∗
𝜕𝑧
+ 𝜐(
𝜕2𝑤∗
𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤∗
𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑤∗
𝜕𝑧2
)  
 
(3.45)  
 
Équation de conservation de l’énergie : 
 𝑢∗
𝜕𝑇∗
𝜕𝑥
+ 𝑣∗
𝜕𝑇∗
𝜕𝑦
+ 𝑤∗
𝜕𝑇∗
𝜕𝑧
= 𝛼(
𝜕2𝑇∗
𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑇∗
𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑇∗
𝜕𝑧2
)  (3.46)  
Équation de conservation des espèces : 
 
𝑢∗
𝜕𝐶∗
𝜕𝑥
+ 𝑣∗
𝜕𝐶∗
𝜕𝑦
+ 𝑤∗
𝜕𝐶∗
𝜕𝑧
= 𝐷 (
𝜕2𝐶∗
𝜕𝑥2
+
𝜕2𝐶∗
𝜕𝑦2
+
𝜕2𝐶∗
𝜕𝑧2
) + 𝐷𝑇𝐶0(1 − 𝐶0)(
𝜕2𝑇∗
𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑇∗
𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑇∗
𝜕𝑧2
) 
(3.47)  
Afin de satisfaire la notion d'invariance, le système d'équations qui régit notre problème 
physique est donné sous forme adimensionnelle en utilisant les grandeurs de référence 
mentionnées précédemment. Le système d’équations adimensionnelles s’écrit alors: 
 
{
 
 
 
 
 
 ∇. V⃗
 = 0                                                                            
𝜕?⃗? 
𝜕𝑡
+ ?⃗? . ∇?⃗? = −∇P + 𝑅𝑎 𝑃𝑟[𝑇 − 𝜓𝐶]𝑒 𝑧 + 𝑃𝑟∇
2?⃗? 
𝜕𝑇
𝜕𝑡
+ 𝑉.⃗⃗  ⃗ ∇𝑇 = ∇2𝑇                                                         
𝜕𝐶
𝜕𝑡
+ ?⃗? . ∇𝐶 =
1
Le
(∇2𝐶 + ∇2T)                                  
 
(3.48)  
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3.7.2.1 Conditions aux limites 
En gardant les grandeurs de référence utilisées dans l’étude 2D mentionnée ci-avant, les 
conditions aux limites adimensionnelles utilisées, sont données par: 
 
{
  
 
  
 𝑥 = 0, 𝑥 = 𝐴𝑥 ⟹ 𝑢 = 𝑣 = 𝑤 = 0;     
𝜕𝑇
𝜕𝑥
= −
𝜕𝐶
𝜕𝑥
= −𝑎         ∀( 𝑦 = 0, 𝐴𝑦,   𝑧 = 0, 𝐴𝑧)  
𝑦 = 0, 𝑦 = 𝐴𝑦 ⟹ 𝑢 = 𝑣 = 𝑤 = 0;   
𝜕𝑇
𝜕𝑦
= −
𝜕𝐶
𝜕𝑦
= 0             ∀( 𝑥 = 0, 𝐴𝑥,   𝑧 = 0, 𝐴𝑧) 
𝑧 = 0, 𝑧 = 𝐴𝑧 ⟹ 𝑢 = 𝑣 = 𝑤 = 0;      
𝜕𝑇
𝜕𝑧
= −
𝜕𝐶
𝜕𝑧
= 𝑎 − 1    ∀( 𝑥 = 0, 𝐴𝑥,   𝑦 = 0, 𝐴𝑦)
 
(3.49)  
 
3.7.2.2 Méthodes numériques 
Les simulations numériques en 3D ont été obtenues à partir d’un code basé sur la méthode des 
volumes finis développée par le professeur Rachid Bennacer à l’ENS Cachan et du code de 
calculs éléments finis COMSOL Multiphysics. 
Code maison 
Nous avons utilisé un code maison en volumes finis développé par R.Bennacer. La résolution 
spatiale utilisée est de 42 x 34 x 34. 
Les équations régissant le problème sont discrétisées en utilisant une méthode de volume de 
contrôle avec des Grilles décalées. La méthode d’interpolation QUICK du troisième ordre a 
était utilisée pour rapprocher les termes d'advection. Le limiteur de flux ULTRA-SHARP est 
utilisé pour éliminer les oscillations non physiques issues du schéma quick en mode établi, et 
le limiteur de flux ULTIMATE est utilisé pour éliminer les oscillations non physiques du 
schéma quick en mode établi. 
L’algorithme SIMPLER (Semi-implicite méthode) est utilisé pour traiter le couplage entre les 
équations du mouvement et de continuité. L'équation de correction de pression est résolue de 
manière itérative par l'application de la méthode du gradient conjugué (CG) jusqu'à ce que la 
somme des résidus absolue soit réduite d’un facteur de dix. Les matrices des coefficients 
résultant de la discrétisation des équations de l'énergie et de la  masse sont non-symétriques et 
elles sont résolues de manière itérative par la méthode Bi-CGSTAB. En général, sous 
relaxation d’un facteur de 0.7 a été appliqué à (U), (V), (W). Dans le but d’éviter les temps 
excessifs de calcul, la procédure FAS –Full Approximation Storage– de stockage des données 
a était utilisée en parallèle avec une technique multigrille de maillage: FMG ; Full MultiGrid 
méthode. 
Comsol Multiphysique 
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Un modèle 3D de la cavité a été réalisé sous COMSOL Multiphysics (version 4.1), afin de 
comparer les résultats 2D et 3D obtenue auparavant et examiner la validité du notre code 
volumes finis. Dans le module de COMSOL, nous avons utilisé le modèle de Navier-Stokes 
pour un fluide newtonien incompressible avec la convection et la conduction et le transfert de 
masse. Pour cela, les équations de conservation de la quantité de mouvement, de l’énergie et 
des espèces (3.52), avec les conditions aux limites appropriées (3.53), ont été résolues par un 
"Time dependent" solveur. Le solveur du système linéaire choisi a été "UMFPACK ". Les 
éléments "free Tetrahedral" de la grille uniforme ont été générés en utilisant la fonction 
intégrée de maillage à Comsol Multiphysics. Le schéma Lagrange-P2P1 a été sélectionné 
pour traiter le couplage vitesse-pression, tandis que le schéma "Lagrange-Quadratic" a 
été choisi pour de rapprocher les éléments lors de la discrétisation de l'équation de l'énergie 
Pour vérifier le degré de raffinement du maillage nécessaire, des tests ont été effectués. Le 
maillage choisi est de 31185 Tetrahedral éléments, 3912 Triangular éléments, 228 Edge 
éléments et 8 vertex éléments. Le modèle est présenté sur la figure (3.20).  
 
FIGURE 3-20 Discrétisation spatiale: COMSOL Multiphysics 
3.7.3. Résultats et discussions 
3.7.3.1. Résultats obtenus à partir du code volumes finis (code maison) 
Des simulations 3D ont été effectuées pour analyser la convection thermosolutale dans une 
enceinte remplie d’eau-éthanol (facteur de séparation positive) où un autre mélange avec 
(facteur de séparation négative) et soumise à des flux de chaleur croisés. Les calculs 
numériques ont été obtenus en utilisant le flux nul comme une solution initiale. Les résultats 
sont présentés en termes des illustrations des structures d’écoulements et des champs de 
température pour des cas d’écoulement typique.  
Une comparaison entre plusieurs champs de température est illustrée dans la figure 3.21, Les 
calculs sont effectués pour un nombre de Prandtl (Pr = 30) et un nombre de Lewis (Le = 203). 
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FIGURE 3-21 Isothermes et champs de température pour pour Ra=100 et différentes valeurs 
de a (eau-éthanol). 
 Effet du chauffage latéral  
La figure 3.22 montre l’effet du chauffage latéral (a) sur les champs de concentration et les 
lignes de courant pour une cavité Ax=10 et Ay=4 remplie par un mélange binaire d'eau (60%) 
et d'éthanol (40%) pour Ra = 100 et pour différentes valeur du rapport des densités de flux de 
chaleur a. 
Sachant que le maximum de séparation se trouve dans le premier cas où (a = 0), on peut 
remarquer que les lignes de courant et leurs positions au sein de la cavité.     
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FIGURE 3-22 Lignes de courant et champs de concentration pour Ra = 100 et différents 
valeurs de 𝑎. 
On constate sur la figure (3.22) que pour a = 0, le constituant le plus lourd s’est dirigé sous 
l’effet Soret vers le côté haut  le plus froid puisque le facteur de séparation est positif (ψ =
0.2) ce qui peut être considéré comme une situation non stable, et ce qui va être changé après 
le déclenchement de la convection. En revanche, pour un facteur de séparation négatif 
( Pr = 5.7, 𝐿𝑒 = 58 et ψ = −0.28) le constituant le plus lourd se dirige vers le côté bas le 
plus chaud ce qui conduit à une situation stable et la convection se déclenche à un nombre de 
Rayleigh beaucoup plus grand que 100 dans le cas (a = 0). Par contre, pour (a ≠ 0), la 
convection aura lieu pour n’importe quelle valeur de Ra sans contrainte de seuil.  
Á titre de comparaison, on montre sur la figure (3.23) la structure de l’écoulement pour le 
mélange (Pr = 5.7, 𝐿𝑒 = 58 et ψ = −0.28) avec Ra=100, et a=0.21 qui correspond à une 
séparation maximale entre les deux constituants de ce mélange. La partie (3.23 (a)) représente 
les lignes de courant avec le champ de température et des isothermes selon le plan y-z, alors 
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que (3.23 (b)) est une représentation  du champ de concentration et des iso-concentration 
selon le plan x-z. 
 
FIGURE 3-23 (a) Isothermes et lignes de courant dans différentes sections ; (b) Champ de 
concentration et iso-concentrations pour différentes sections x-z, pour Ra = 100 et a =
0.21(associé au maximum de séparation du mélange (Pr = 5.7, 𝐿𝑒 = 58 et ψ = −0.28) 
En variant y, la structure de l’écoulement reste la même dans les différents plans x-z, pour 
n’importe quel valeur de a. Les gradients de fraction massiques correspondants sont 
mentionnés sur le tableau. 
TABLEAU 3-2 Variation de la valeur du gradient de fraction massique en fonction de a pour 
le mélange eau-éthanol  (60% d’eau)  (Le=203, Pr=30, ψ=0.2,) et pour Ra=100. 
a 0.01 0.04 0.05 0.10 0.15 0.20 
m (2D) 0.0286 0.1135 0.1414 0.2753 0.3918 0.4528 
m (3D) 0.0283 0.1158 0.1457 0.2992 0.4496 0.5542 
 
 Influence de la profondeur 
La figure (3.24) présente l'évolution de la séparation en fonction du rapport des densités de 
flux thermiques imposées sur les quatre parois pour 𝐿𝑒 = 203, 𝜓 = 0.2, 𝑃𝑟 = 30 et 𝑅𝑎 =
10 pour une cavité chauffée par le bas. Nous avons comparé les résultats analytiques à ceux 
obtenus à partir des simulations numériques directes 2D (COMSOL Multiphysics) et 3D 
(code volumes finis) pour un rapport de la cellule parallélépipédique de 10 selon 𝑥 et pour 
deux valeurs particulières du rapport de cellule selon la direction y (𝐴𝑦 = 4 𝑒𝑡 10). Un bon 
accord est trouvé entre les résultats analytiques obtenus pour une cellule d'extensions infinies 
dans les deux directions horizontales et ceux obtenus pour le couple de rapports de cellule 
(𝐴𝑥 = 10 ). Pour la valeur 𝐴𝑦 = 4, on relève une légère différence entre les résultats 
analytiques et numériques 3D en raison de la prise en compte de l'adhérence du fluide aux 
deux parois verticales (𝑦 = 0) et (𝑦 = 4) de la cavité. Les résultats obtenus sont parfaitement 
concordants. 
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FIGURE 3-24 Séparation en fonction du rapport des flux a, obtenue analytiquement et 
numériquement 2D et 3D pour Ra=10 et pour différents rapports de cellules (pour Le =
203,ψ = 0.2). 
3.7.3.2. Résultats obtenus à partir du code éléments finis (COMSOL 
Multiphysics) 
Sur la figure 3.25 nous présentons la séparation en fonction de a pour 𝐿𝑒 =  100, 𝜓 =  0.1, 
avec 𝑅𝑎 =  100, 𝑃𝑟 =  10. La longueur adimensionnelle de la cellule parallélépipédique 
selon x est fixée à 10 ( 𝐴𝑥  =  10 ), à 1 selon z ( 𝐴𝑧  =  1 ) et pour deux valeurs particulières 
du rapport de cellule selon la direction y ( 𝐴𝑦  =  1 𝑒𝑡 𝐴𝑦  =  5 ). Un bon accord est trouvé 
entre les résultats analytiques obtenus pour une cellule d’extensions infinies dans les deux 
directions horizontales et ceux obtenus pour le couple de rapports de cellule ( 𝐴𝑦 =  1 et 
𝐴𝑦  =  5 ). Pour la valeur 𝐴𝑦  =  1, on relève une différence entre les résultats analytiques et 
numériques 3𝐷 en raison de la prise en compte de l’adhérence du fluide aux deux parois 
verticales de la cavité : 𝑦 =  0 et 𝑦 =  1. 
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Sur le tableau 3.3 nous comparons les résultats analytiques et ceux obtenus à partir des 
simulations numériques 3𝐷, pour 𝑅𝑎 =  100, 𝐿𝑒 =  100, 𝜓 =  0.1 et 𝑃𝑟 =  10, et pour 
différentes valeurs de a. 
TABLEAU 3-3 Comparaison entre les résultats analytiques et ceux obtenues à partir des 
simulations numériques 3D, pour 𝑅𝑎 =  100, 𝐿𝑒 =  100, 𝜓 =  0.1 et 𝑃𝑟 =  10, et pour 
différentes valeurs de 𝑎. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
FIGURE 3-25 Séparation en fonction du rapport des densités de flux 𝑎 pour Ra =  100,
Le =  100, ψ =  0.1, Pr =  10, Az =  1, Ax =  10 et Ay =  1, 5. 
 
𝑳𝒆 = 𝟏𝟎𝟎 ,    𝝍 = 𝟎. 𝟏 
a 𝑪𝑻 𝒎𝒂 
𝒎𝑵𝒖𝒎 
Ay=1 
𝒎𝑵𝒖𝒎 
Ay=5 
0.1 0.085 0.281 0.32 0.289 
0.2 0.178 0.167 0.21 0.171 
0.3 0.272 0.107 0.11 0.115 
0.4 0.367 0.071 0.0606 0.0717 
0.5 0.464 0.048 0.033 0.0477 
0.6 0.563 0.031 0.0175 0.0307 
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3.8. Conclusion 
On a étudié numériquement et analytiquement l’influence de l’effet Soret sur la séparation des 
espèces d’un mélange binaire confiné dans une enceinte parallélépipédique horizontale 
soumise à des flux de chaleur uniformes et croisés. L’écoulement unicellulaire induit par le 
flux de chaleur latéral peut conduire à une importante séparation des espèces. Les deux 
paramètres de contrôle de cette procédure sont le rapport de flux de chaleur appliqué sur les  
parois horizontales et verticales (𝑎), qui détermine l’intensité de l’écoulement convectif, et la 
différence de température entre les deux plaques horizontales, qui contrôle l’importance de la 
thermodiffusion. Sous certaines conditions les flux croisés injectés au niveau des deux parois 
horizontales et verticales en vis à vis induit un écoulement unicellulaire nécessaire à 
l'obtention de la séparation des espèces. Pour des cellules de grandes extensions horizontales 
l'étude théorique menée nous a permis de déterminer analytiquement l'expression des champs 
de vitesse de température et de fraction massique en fonction des différents paramètres 
adimensionnels du problème. Les profils de la vitesse, de la température et de la concentration 
est calculé dans deux cas  𝐶𝑇 = 𝑎 et 𝐶𝑇 ≠ 𝑎. A partir de cette étude théorique, on en déduit 
les valeurs optimales des deux paramètres de contrôles conduisant au maximum de séparation 
des constituants du mélange binaire étudié. Les résultats analytiques obtenus ont été 
corroborés par des simulations numériques directes 2D et 3D. En simulations numériques 3𝐷, 
l’influence de la troisième dimension sur la séparation a été aussi étudiée. 
 Chapitre 4                                  
                                               
Étude de la stabilité de l’écoulement 
unicellulaire dans une cavité 
soumise à des flux de chaleur croisés 
Le but principal de l’étude est de caractériser l’influence du flux latéral sur la stabilité de 
l’écoulement unicellulaire au sein de la cavité. Pour cela, il était nécessaire de distinguer les 
cas de flux latéral nul (𝑎 = 0) et flux vertical nul (𝑎 = 1) du cas le plus générale (flux 
croisés). Des fluides binaires réels sont pris en compte comme le cas d’un mélange binaire 
d’hydrocarbure dont les caractéristiques thermo-physiques sont données par Ahadi et al. [98], 
et le cas du mélange d’eau 60% et d’éthanol 40% utilisé par Platten et al. [84]. Nous sommes 
devant un phénomène physique très riche puisque le moindre changement en conditions aux 
limites ou initiales affecte de manière significative la structure de l’écoulement. 
4.1. Équations aux perturbations 
L’étude de la stabilité linéaire est basée sur l’analyse du champ de perturbation résultant de 
l'ajout des perturbations infinitésimales (v⃗ , θ, p, c) aux champs de base (U, T, C). Si 
l’amplitude de la perturbation croît en fonction du temps, alors le champ de base est instable. 
Par ailleurs, le champ de base est considéré stable si l’amplitude du champ de perturbation 
décroit, et le cas où l’amplitude ne varie pas nous donne la stabilité marginale. 
Pour obtenir les équations de stabilité linéarisées, nous écrivons les champs perturbés sous la 
forme suivante : 
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{
 
 
 
 ?⃗? (𝑥, 𝑧, 𝑡) = ?⃗? 0(𝑥, 𝑧) + 𝑣 (𝑥, 𝑧, 𝑡) 
𝑇(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 𝑇0(𝑥, 𝑧) + 𝜃(𝑥, 𝑧, 𝑡)
𝑃(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 𝑃0(𝑥, 𝑧) + 𝑝(𝑥, 𝑧, 𝑡) 
𝐶(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 𝐶0(𝑥, 𝑧) + 𝑐(𝑥, 𝑧, 𝑡) 
 (4.1)  
 
Où (𝑉0⃗⃗  ⃗, 𝑇0, 𝑃0, 𝐶0) représente le champ de base, et (𝑣 , 𝜃, 𝑐, 𝑝) les perturbations. 
4.1.1. Équations linéarisées 
Pour effectuer une analyse de stabilité linéaire, on introduit les quantités perturbées, définies 
ci-dessus, dans le système adimensionnel (3.1-3.4) et on néglige les termes du second ordre. 
Les équations sous la forme linéarisée sont données par: 
{
  
 
  
 
∇. 𝑣 = 0                                                                                                   
𝜕𝑣 
𝜕𝑡
+ (?⃗? 0. ∇)𝑣 + (𝑣. ∇)?⃗? 0 = −∇𝑝 + 𝑃𝑟𝑅𝑎(𝜃 − 𝜓𝑐)𝑒 𝑧 + 𝑃𝑟∇
2𝑣 
𝜕𝜃
𝜕𝑡
+ (?⃗? 0. ∇)𝜃 + (𝑣 . ∇)𝑇0 = ∇
2𝜃                                                       
𝜕𝑐
𝜕𝑡
+ (?⃗? 0. ∇)𝑐 + (𝑣 . ∇)𝐶0 =
1
𝐿𝑒
∇2(𝑐 + 𝜃)                                            
 
(4.2)  
 
Les conditions aux limites associées aux perturbations sont données par : 
 𝑣 = 0⃗
  ,    
𝜕𝜃
𝜕𝑧
= 0,   
𝜕𝑐
𝜕𝑧
= 0 ,                 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑧 = 0,1; ∀𝑥 
 
(4.3)  
En introduisant l’hypothèse de l’écoulement parallèle  
 𝑉0⃗⃗  ⃗ = 𝑢(𝑧)0𝑒 𝑥,       T0 = 𝐶𝑇𝑥 + 𝑓(𝑧)  et   C0 = 𝐶𝑆𝑥 + 𝑔(𝑧)   
nous obtenons les équations aux perturbations linéarisées suivantes : 
{
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝜕𝑢
𝜕𝑥
+
𝜕𝑤
𝜕𝑧
= 0                                                                                        
𝜕𝑢
𝜕𝑡
+ 𝑢0
𝜕𝑢
𝜕𝑥
+ 𝑤
𝜕𝑢0
𝜕𝑧
= −
𝜕𝑝
𝜕𝑥
+ 𝑃𝑟 (
𝜕2𝑢
𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢
𝜕𝑧2
)                       
𝜕𝑤
𝜕𝑡
+ 𝑢0
𝜕𝑤
𝜕𝑥
= −
𝜕𝑝
𝜕𝑧
 +  𝑃𝑟𝑅𝑎(𝜃 − 𝜓𝑐) + 𝑃𝑟 (
𝜕2𝑤
𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤
𝜕𝑧2
)  
𝜕𝜃
𝜕𝑡
+ 𝑢0
𝜕𝜃
𝜕𝑥
+ 𝑢
𝜕𝑇0
𝜕𝑥
+ 𝑤
𝜕𝑇0
𝜕𝑧
= (
𝜕2𝜃
𝜕𝑥2
+
𝜕2𝜃
𝜕𝑧2
)                                            
𝜕𝑐
𝜕𝑡
+ 𝑢0
𝜕𝑐
𝜕𝑥
+ 𝑢
𝜕𝐶0
𝜕𝑥
+ 𝑤
𝜕𝐶0
𝜕𝑧
=
1
𝐿𝑒
(
𝜕2(𝑐 + 𝜃)
𝜕𝑥2
+
𝜕2(𝑐 + 𝜃)
𝜕𝑧2
)
 
(4.4)  
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4.1.2. Décomposition en modes normaux 
Pour étudier la stabilité, les perturbations sont développées en modes normaux : 
 (𝑣 , 𝜃, 𝑐) = [𝑣 (𝑧), 𝜃(𝑧), ?̂?(𝑧)]𝑒𝑖𝑘𝑥+𝜎𝑡 (4.5)  
Ces solutions sont périodiques suivant 𝑥, où 𝑘𝑥 est le nombre d’onde axial selon la direction 
axiale 𝑥, 𝑡 le temps et 𝜎 est les valeurs propres, le symbole ^ est utilisé pour indiquer que les 
composantes sont complexes. Nous écrivons 𝜎 sous la forme 𝜎 = 𝜎𝑟 + 𝐼𝜎𝑖, où 𝜎𝑟 est le 
facteur d’amplification temporelle de la perturbation et 𝜎𝑖 = 𝜔 la pulsation, avec 𝐼
2 = −1. 
L’analyse du signe de 𝜎𝑟 permet de déterminer la stabilité de l’écoulement d base vis-à-vis 
des perturbations infinitésimales. 
- Si 𝜎𝑟 < 0: les perturbations sont des fonctions décroissantes du temps et l’écoulement 
est stable. 
- Si 𝜎𝑟 > 0: les perturbations sont des fonctions croissantes du temps et l’écoulement 
est instable. 
- Si 𝜎𝑟 = 0, on a un mode purement oscillant caractérisé par une pulsation 𝜎𝑖 = 𝜔 
En introduisant les perturbations données dans l’équation (4.5) dans le système d’équations 
linéarisées (4.4) et en éliminant la pression, on obtient le système d’équations suivant : 
{
 
 
 
 
 
 
 
 𝜎(𝒟2 − 𝑘2)?̂?(𝑧)+𝑖𝑘𝑢0[(𝒟
2 − 𝑘2)?̂?(𝑧)] − 𝑖𝑘ŵ(𝑧) (
∂2𝑢0
∂z2
) +                   
𝑘2𝑅𝑎𝑃𝑟[θ̂(𝑧) − ψĉ(𝑧)] − Pr[(𝒟2 − 𝑘2)2?̂?(𝑧)] = 0
𝜎 θ̂(𝑧) + 𝑖𝑘θ̂(𝑧)𝑢0 − 𝒟?̂?(𝑧)
𝜕𝑇0
𝜕𝑥
/𝑖𝑘 + ?̂?(𝑧)
𝜕𝑇0
𝜕𝑧
− (𝒟2 − 𝑘2)𝜃(𝑧) = 0                               
𝑖𝑘𝜎ĉ(𝑧) − u0𝑘
2ĉ(𝑧) − 𝒟?̂?(𝑧)
𝜕C0
𝜕𝑥
+ 𝑖𝑘ŵ(𝑧)
𝜕C0
𝜕𝑧
−                                        
𝑖𝑘
𝐿𝑒
[(𝒟2 − 𝑘2)(?̂?(𝑧) + 𝜃(𝑧))] = 0
 
(4.6)  
 
Où l’opérateur 𝒟 représente 
∂
∂z
 , et 𝑘 = 𝑘𝑥. Le nouveau système d’équations obtenus (4.6) ne 
dépend que de trois fonctions inconnues ?̂?, θ̂, ĉ et de quatre paramètres adimensionnels 
(𝐿𝑒, 𝑃𝑟, 𝜓, 𝑒𝑡 𝑅𝑎). Notre but maintenant est de résoudre ce problème aux valeurs propres pour 
trouver les paramètres critiques conduisant à la perte de la stabilité de la solution de base.  
- Le champ de base stable lorsque toutes les valeurs propres du problème sont 
négatives. 
- Le champ de base instable lorsqu’au moins une valeur propre a sa partie réelle 
positive. 
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4.1.3. Résolution des équations aux perturbations : 
méthode de Galerkin 
Les équations de stabilité linéaire (4.6) avec les conditions aux limites (4.3) sont résolues en 
utilisant la méthode de Galerkin. Cette méthode consiste à écrire les fonctions (ŵ, θ̂, ĉ ) sous 
la forme d’un développement en série de fonctions d’essais : 
 ?̂?(𝑧) =∑𝑎𝑖𝐴𝑖(𝑧)
𝑁
𝑖=1
 , 𝜃(𝑧) =∑𝑏𝑖𝐵𝑖(𝑧)
𝑁
𝑖=1
 , ?̂?(𝑧) =∑𝑐𝑖𝐶𝑖(𝑧)
𝑁
𝑖=1
 (4.7)  
Où N est l’ordre de troncature de l’approximation pour 𝑖 =  1. . 𝑁. 𝐴𝑖(𝑧), 𝐵𝑖(𝑧), 𝐶𝑖(𝑧) sont des 
fonctions d’essais choisies linéairement indépendantes et vérifiant l’ensemble des conditions 
aux limites (4.3). Pour notre problème, on a choisi des fonctions polynomiales permettant 
d’assurer une convergence plus rapide comparées aux fonctions harmoniques. Ainsi, les 
fonctions ŵ, θ̂ et ĉ sont écrites sous la forme suivante : 
{
 
 
 
 
 
 
 
 ?̂? =∑𝑎𝑖(1 − 𝑧)
2. 𝑧𝑖+1                                                   
𝑁
𝑖=1
𝜃 = 𝑏1 + 𝑏2 (𝑧
2 −
2
3
𝑧3) +∑𝑏[𝑖+2](𝑧 − 1)
2. 𝑧𝑖+1
𝑁
𝑖=3
?̂? = 𝑐1 + 𝑐2 (𝑧
2 −
2
3
𝑧3) +∑𝑐[𝑖+2](𝑧 − 1)
2. 𝑧𝑖+1
𝑁
𝑖=3
 
(4.8)  
 
 
Dans le système (4.8), la totalité des conditions aux limites (4.3) sont vérifiées. Les 
coefficients 𝑎𝑖 , 𝑏𝑖, 𝑒𝑡 𝑐𝑖 sont calculés par la méthode des résidus pondérés. On écrit donc que 
le résidu 𝑅𝑒𝑠𝑁, à l’ordre 𝑁 de la première équation du système (4.10) doit être orthogonal à 
chacune des fonctions d’essais (𝐴𝑖(𝑧), 𝑖 = 1. . 𝑁), que 𝑅𝑒𝑠𝑁, de la deuxième équation du 
système (4.10) doit être orthogonal à chacune des fonctions d’essais (𝐵𝑖(𝑧), 𝑖 = 1. . 𝑁) et que 
𝑅𝑒𝑠𝑁 de la troisième équation du système (4.8) doit être orthogonal à chacune des fonctions 
d’essais (𝐶𝑖(𝑧), 𝑖 = 1. . 𝑁). 
Les résidus doivent donc vérifier les relations suivantes : 
{
  
 
  
 ∫  𝑅𝑒𝑠𝑁. 𝐴𝑖(𝑧)𝑑𝑧 = 0  𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑖 = 1. . 𝑁              
𝑧=1
𝑧=0
∫  𝑅𝑒𝑠𝑁. 𝐵𝑖(𝑧)𝑑𝑧 = 0  𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑖 = 1. . 𝑁              
𝑧=1
𝑧=0
∫  𝑅𝑒𝑠𝑁 . 𝐶𝑖(𝑧)𝑑𝑧 = 0  𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑖 = 1. . 𝑁              
𝑧=1
𝑧=0
 
(4.9)  
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Ceci constitue un système algébrique de (3𝑁) équations homogène linéaire, permettant de 
calculer les (3𝑁) coefficients 𝑎𝑖, 𝑏𝑖 𝑒𝑡 𝑐𝑖 . 
En résumé, le problème à résoudre est un problème matriciel classique où l’on recherche les 
valeurs propres 𝜎. À ces valeurs propres vont correspondre des vecteurs propres, qui nous 
donneront sous forme analytique la forme des perturbations à la perte de stabilité de la 
solution de base. 
4.2. Étude de la stabilité de la solution de base pour 
un fluide binaire chauffé par le bas ou par le haut 
(cas particulier 𝒂 = 𝟎) 
Le cas où le chauffage latéral est nul a été étudié en milieu fluide. Pour cette situation l’état de 
conduction pure est une solution stable du problème. La théorie de la stabilité linéaire nous a 
alors permis de prédire le seuil critique de déclenchement de la convection en fonction des 
paramètres de contrôle. Dans le but de prédire la possibilité d’existence de la bifurcation de 
Hopf, les solutions sont recherchées par deux approches, l’une utilise le code aux éléments 
finies (COMSOL Multiphysics) et l’autre utilisant une méthode de Galerkin pour la recherche 
des valeurs propres du système d’équations aux perturbations. 
 
4.2.1. Stabilité linéaire de la solution de double 
diffusion pure 
Dans le cas du fluide binaire chauffé par le bas, le transfert de chaleur vers le haut peut être 
obtenu par conduction, avant l’apparition de mouvement convective. 
Nous précisons que l’état conductif peut devenir instable au-delà d’une valeur critique du 
nombre de Rayleigh. Il est alors intéressant d’étudier, dans notre cavité rectangulaire 
horizontale chauffée par un flux de chaleur et isolée au niveau des parois verticales, 
l’écoulement prenant naissance à l’approche de cette valeur critique lors de la perte de 
stabilité de la solution d’équilibre. 
Pour l’étude de la stabilité, On introduit les caractéristiques de l’état d’équilibre dans le 
système aux perturbations (4.8). Les équations de stabilité se réduisent à : 
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{
 
 
 
 𝜎(𝒟
2 − 𝑘2)?̂?(𝑧) + 𝑘2𝑅𝑎𝑃𝑟[𝜃(𝑧) − 𝜓?̂?(𝑧)] − 𝑃𝑟[(𝒟2 − 𝑘2)2?̂?(𝑧)] = 0
𝜎 𝜃(𝑧) − ?̂?(𝑧) − (𝒟2 − 𝑘2)𝜃(𝑧) = 0                                                                
𝜎?̂?(𝑧) + ?̂?(𝑧) −
(𝒟2 − 𝑘2)
𝐿𝑒
[?̂?(𝑧) + 𝜃(𝑧)] = 0                                                
 
 
(4.10)  
En étudiant la transition stationnaire 𝜎 = 0 
{
 
 
 
 (𝒟
2 − 𝑘2)2?̂?(𝑧) − 𝑘2𝑅𝑎[𝜃(𝑧) − 𝜓?̂?(𝑧)] = 0
(𝒟2 − 𝑘2)𝜃(𝑧) + ?̂?(𝑧) = 0                                
(𝒟2 − 𝑘2)
𝐿𝑒
[?̂?(𝑧) + 𝜃(𝑧)] − ?̂?(𝑧) = 0             
 
(4.11)  
 
Notons ici qu’on a la possibilité de résoudre l’ensemble de ses trois équations et avoir la 
solution exacte, ce qui nous permet de prédire le seuil critique de déclenchement de la 
convection en fonction des paramètres de contrôle. 
Résultats et discussions 
a) Solution analytique : 
La méthode de Galerkin, avec les fonctions d’essai données par (4.8), a été utilisée pour 
résoudre le problème linéaire résultant (4.10) et calculer les paramètres critiques du problème. 
Sur la figure 4-1, Nous présentons le nombre de 𝑅𝑎𝑐 en fonction du facteur de séparation pour 
deux valeurs de nombre de Lewis 𝐿𝑒 = 203 et 𝐿𝑒 = 10 afin d’étudier l’influence du nombre 
de Lewis 𝐿𝑒 sur la stabilité de la solution d’équilibre dans notre configuration. Cette figure 
donne une comparaison des deux transitions stationnaire (trait plein) et instationnaire 
(pointillé). 
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FIGURE 4-1 Diagramme de stabilité de la solution d’équilibre pour 𝐿𝑒 = 10 (courbe en bleu) 
et 𝐿𝑒 = 203 (courbe en noir). Trait plein et en tiret: bifurcation stationnaire, pointillé: 
bifurcation de Hopf. 
 
Pour 𝜓 > 0 et 𝑅𝑎 > 0 on trouve que la solution de base perd sa stabilité via une bifurcation 
stationnaire, alors que pour 𝑅𝑎 < 0, la solution de base est linéairement stable.  
Pour 𝜓 < 0 et 𝑅𝑎 < 0 on trouve que la solution de base perd sa stabilité via une bifurcation 
stationnaire, alors que pour 𝑅𝑎 > 0, elle perd sa stabilité via une bifurcation de Hopf. 
D’autres résultats ont été obtenus avec différentes valeurs de Le qui ont été choisies pour 
simuler les mélanges qui nous intéressent. On trouve que la naissance de la convection 
stationnaire pour l’eau–éthanol(60% 𝑑′𝑒𝑎𝑢)(𝜓 = 0.2, 𝐿𝑒 = 203) prend lieu à 𝑅𝑎𝑐𝑠 =
17.225, et 𝐾𝑐𝑠 = 0 via une bifurcation stationnaire. En revanche, pour le mélange ( 𝑃𝑟 =
5.7, 𝜓 = −0.28, 𝐿𝑒 = 58) la convection se déclenche via une bifurcation instationnaire pour 
𝑅𝑎 = −46.392, et 𝐾𝑐𝑠 = 0.  
Pour la transition instationnaire, des valeurs faibles de nombre d’onde et de pulsation ont été 
trouvées. Le tableau 4.1, présente le nombre de Rayleigh critique en fonction du facteur de 
séparation pour 𝐿𝑒 = 58. Les valeurs critiques correspondantes au mélange ( Pr = 5.7, 𝐿𝑒 =
58 et ψ = −0.28) sont marquées en gras avec  𝜓 = −0.28. 
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TABLEAU 4-1 Les valeurs correspondantes à la transition instationnaire pour des mélanges 
binaires ( 𝐿𝑒 = 58, 𝑃𝑟 = 5.7 ), par la méthode de Galerkin à l’ordre 3, 4 et 5. 
 
𝑳𝒆 = 𝟓𝟖,     𝑷𝒓 = 𝟓. 𝟕 
 𝑵 = 𝟑 𝑵 = 𝟒 𝑵 = 𝟓 
𝜓 𝑅𝑎𝑐 𝑘𝑐 𝜔𝑐 𝑅𝑎𝑐 𝑘𝑐 𝜔𝑐 𝑅𝑎𝑐 𝑘𝑐 𝜔𝑐 
-
0.40 1221.581 0.04 0.00132 1221.582 0.04 0.00132 1221.589 0.04 0.00132 
-
0.35 1127.468 0.04 0.00118 1127.469 0.04 0.00118 1127.474 0.04 0.00118 
-
0.30 1046.818 0.04 0.00106 1046.819 0.04 0.00106 1046.900 0.04 0.00106 
-
0.28 1017.699 0.04 0.00101 1017.699 0.04 0.00101 1017.703 0.04 0.00101 
-
0.25 977.153 0.05 0.00146 977.154 0.05 0.00146 977.158 0.05 0.00146 
-
0.20 915.961 0.05 0.00126 915.962 0.05 0.00126 915.965 0.05 0.00126 
-
0.15 861.982 0.05 0.00106 861.983 0.05 0.00106 861.984 0.05 0.00106 
-
0.10 814.106 0.06 0.00121 814.107 0.06 0.00121 814.107 0.06 0.00121 
-
0.05 771.226 0.07 0.00113 771.227 0.07 0.00113 771.227 0.07 0.00113 
-
0.01 740.198 0.11 0.00121 740.198 0.11 0.00121 740.198 0.11 0.00121 
 
Solution exacte : 
Résoudre l’ensemble de ces trois équations (4.11) conduit à l’équation différentielle du 
sixième ordre en ŵ(z) : 
 (𝒟2 − 𝑘2)3?̂?(𝑧) + 𝑅𝑎𝑘2?̂?(𝑧)[1 + 𝜓(𝐿𝑒 + 1)] = 0 (4.12)  
Cette équation montre que le paramètre critique du problème est celui donné par le 
groupement 𝑅𝑎[1 + 𝜓(𝐿𝑒 + 1)]. 
Avec les conditions aux limites sur 𝑤 : 
 𝑤 = 0 ,    
𝜕𝑤
𝜕𝑧
= 0,   𝑤(5) − 2𝑘2𝑤(3) = 0          pour 𝑧 = 0,1  (4.13)  
À partir de l’équation (4.12), on peut déduire le nombre de Rayleigh critique stationnaire 
marquant le déclenchement de la convection donné par:
 𝑅𝑎𝑐 =
720
1 + 𝜓(𝐿𝑒 + 1)
 (4.14)  
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Ainsi que le nombre d’ondes critique 𝑘𝑐 = 0. 
Nous pouvons prédire le seuil critique associé au déclenchement de la convection en fonction 
des paramètres de contrôle. 
b) Solution numérique : 
Des calculs numériques effectués pour une cellule de rapport d’aspect 𝐴 =  10, montrent 
qu’à la transition de la solution de repos stationnaire les paramètres critiques sont 
𝑅𝑎𝑐𝑠_𝑛𝑢𝑚  =  −45.5 avec la formation de 1 rouleau convectif pour le mélange binaire 
( Pr = 5.7, 𝐿𝑒 = 58 et ψ = −0.28), et Racs_num  =  17.74 avec la formation de 1 rouleau 
convectif pour le mélange eau(60%) −éthanol. 
Sur la figure 4-2, nous présentons les iso-concentrations et les lignes de courant au début de la 
convection pour 𝑅𝑎𝐶𝑛𝑢𝑚 = 773 avec 𝐿𝑒 = 203 et 𝜓 = −0.05. Ce résultat est en bon accord 
avec la valeur trouvée analytiquement à savoir 𝑅𝑎𝑐 = 766.78, 𝜔𝑐 = 0.01015 et 𝑘𝑐 = 0.21. 
 
 
FIGURE 4-2 Iso-concentrations et les lignes de courant pour 𝑎 = 0, 𝐿𝑒 = 203, 𝑅𝑎 = 773,
𝜓 = −0.05 𝑒𝑡  𝑃𝑟 = 30 . 
 
La figure 4-3 représente l’évolution temporelle de la composante horizontale de la vitesse en 
un point de la cavité pour 𝐿𝑒 = 203, 𝑅𝑎 = 773, 𝜓 = −0.05 𝑒𝑡  𝑃𝑟 = 30 . 
On peut vérifier que la valeur 𝜔𝑐 = 0.01 correspond à celle trouvée analytiquement. 
 
72         Étude de la stabilité de l’écoulement unicellulaire dans une cavité soumise à des 
flux de chaleur croisés                                                                                              
 
FIGURE 44-3 La composante horizontale de la vitesse au point (8,0.2) en fonction du temps 
pour 𝑎 = 0, 𝐿𝑒 = 203, 𝑅𝑎 = 773, 𝜓 = −0.05 𝑒𝑡  𝑃𝑟 = 30. 
4.2.2. Stabilité linéaire de l’écoulement 
unicellulaire 
La séparation notable est possible dès l’apparition de la convection unicellulaire. Quand le 
nombre de Rayleigh est faible l’écoulement reste unicellulaire et il y a une séparation 
importante, mais lorsque le nombre de Rayleigh augmente au-delà d'une valeur critique 
conduisant à écoulement multicellulaire la séparation diminue de manière significative. Le 
phénomène de thermodiffusion joue un rôle majeur dans l'analyse de l'instabilité 
hydrodynamique dans les mélanges. Dans ce paragraphe, une analyse de la stabilité linéaire 
de l’écoulement de base unicellulaire dont la solution a été obtenue au chapitre 3, voir (3.25). 
 
Résultats et discussion 
a) Résultats analytiques  
La méthode de Galerkin est utilisée pour résoudre le système d’équations linéarisées (4.6) 
avec les fonctions d’essai (4.8) qui vérifient toutes les conditions aux limites. Nous avons 
calculé les valeurs du nombre de Rayleigh critique pour les bifurcations stationnaire et 
4.2  Étude de la stabilité de la solution de base pour un fluide binaire chauffé par le bas 
ou par le haut (cas particulier a=0)                                                                                      73 
instationnaire, en considérant le cas Le = 203. On donne dans le tableau 4-2 les valeurs 
critiques de 𝑅𝑎𝑐 et kc obtenues à partir de la méthode de Galerkin, pour les bifurcations 
stationnaires et pour différentes valeurs de 𝜓. 
 
TABLEAU 4-2 Le nombre de Rayleigh critique trouvé par la méthode de Galerkin à l’ordre 
3, 4 et 5 pour le mélange binaire Eau-éthanol 60% d’eau ( 𝜓 = 0.2, 𝐿𝑒 = 203, 𝑃𝑟 = 30 ). 
 
𝑳𝒆 = 𝟐𝟎𝟑,     𝑷𝒓 = 𝟑𝟎 
 𝑵 = 𝟑 𝑵 = 𝟒 𝑵 = 𝟓 
𝝍 𝑹𝒂𝒄 𝒌𝒄 𝑹𝒂𝒄 𝒌𝒄 𝑹𝒂𝒄 𝒌𝒄 
-0.20 -396.842 4.15 -329.514 4.43 -329.514 4.43 
-0.10 -814.139 4.15 -646.013 4.43 -646.013 4.43 
-0.05 -1716.77 4.15 -1425.51 4.43 -1425.51 4.43 
0 15794.31 4.15 13114.66 4.43 13114.66 4.43 
0.05 1410.205 4.15 1170.952 4.43 1170.952 4.43 
0.10 738.0514 4.15 612.8345 4.43 612.8345 4.43 
0.20 377.8541 4.15 313.7478 4.43 313.7478 4.43 
 
Sur la figure 4-4, nous présentons le diagramme de stabilité 𝑅𝑎𝑐 = 𝑓(𝜓) obtenu pour 
𝐿𝑒 =  203, (les lignes continues sont associées à la bifurcation stationnaire). 
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FIGURE 4-4 Diagramme de stabilité de l’écoulement unicellulaire pour 𝑎 = 0, 𝐿𝑒 = 203. 
Trait plein : bifurcation stationnaire, trait pointillé : bifurcation de Hopf. 
Nous avons présenté dans cette figure le nombre de Rayleigh critique, correspondant à 
l’apparition de l’écoulement multicellulaire, en fonction de 𝜓. Pour la  transition stationnaire 
(trait plein) et instationnaire (trait pointillé). On remarque que pour une cellule chauffée par le 
bas 𝑅𝑎 > 0, on a trouvé que la solution unicellulaire perd sa stabilité via une bifurcation 
stationnaire lorsque 𝜓 > 0, et par une bifurcation instationnaire lorsque 𝜓 < 0. La solution 
instationnaire est instable et elle transite vers une solution stationnaire. Pour le chauffage par 
le haut 𝑅𝑎 < 0, la solution unicellulaire est stable linéairement si 𝜓 < 0. 
Pour le cas Le = 58, le nombre de Rayleigh critique en fonction du facteur de séparation est 
donné dans le tableau 4.3, pour plusieurs ordres d’approximations. Les valeurs critiques 
correspondantes pour le mélange binaire ( Pr = 5.7, 𝐿𝑒 = 58 et ψ = −0.28) sont marquées 
en gras. 
TABLEAU 4-3 Comparaison entre les résultats trouvés par la méthode de Galerkin à l’ordre 
3, 4 et 5 pour le mélange binaire ( 𝜓 = −0.28, 𝐿𝑒 = 58, 𝑃𝑟 = 5.7 ). 
 
𝑳𝒆 = 𝟓𝟖,     𝑷𝒓 = 𝟓. 𝟕 
 𝑵 = 𝟑 𝑵 = 𝟒 𝑵 = 𝟓 
𝝍 𝑹𝒂𝒄 𝒌𝒄 𝑹𝒂𝒄 𝒌𝒄 𝑹𝒂𝒄 𝒌𝒄 
-0.30 -945.766 4.15 -785.309 4.43 -785.312 4.43 
-0.28 -1017.674 4.15 -845.017 4.43 -845.018 4.43 
-0.20 -1462.435 4.15 -1214.320 4.43 -1214.324 4.43 
-0.15 -2012.013 4.15 -1670.657 4.43 -1670.654 4.43 
-0.10 -3223.326 4.15 -2676.461 4.43 -2676.460 4.43 
-0.05 -8099.641 4.15 -6725.466 4.43 -6725.465 4.43 
0 15794.291 4.15 13114.66 4.43 13114.659 4.43 
0.05 3998.557 4.15 3320.167 4.43 3320.163 4.43 
0.10 2289.029 4.15 1900.675 4.43 1900.675 4.43 
0.15 1603.482 4.15 1331.437 4.43 1331.436 4.43 
0.20 1233.929 4.15 1024.582 4.43 1024.584 4.43 
0.25 1002.812 4.15 832.676 4.43 832.678 4.43 
0.30 844.614 4.15 701.318 4.43 701.319 4.43 
 
b) Résultats numériques 
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Nous avons effectué de nombreuses simulations numériques pour corroborer les résultats de 
l’étude analytique obtenus précédemment. Sur la figure 4-5, on présente les iso-concentrations 
et les lignes de courant obtenues à la naissance de l’écoulement multicellulaire avec 𝑅𝑎 < 0 
pour le mélange binaire ( Pr = 5.7, 𝐿𝑒 = 58 et ψ = −0.28) qui a un facteur de séparation 
négative. Rappelons que les valeurs critiques trouvées analytiquement sont 𝑅𝑎𝑐 = −845.017, 
𝑘𝑐 = 4.429. 
La valeur critique du nombre de Rayleigh trouvée numériquement est égale à 𝑅𝑎𝐶𝑛𝑢𝑚 =
−860.6. Le nombre des cellules obtenues est égal à 15 cellules, ce qui conduit à un nombre 
d’onde critique 𝑘𝑐 = 4.71 voisin de celui obtenu analytiquement. 
 
(a) 
 
(b) 
FIGURE 4-5 Isoconcentrations  (a), lignes de courant (b) et isothermes (c) pour ( 𝑎 = 0, 𝜓 =
−0.28, 𝐿𝑒 = 58, 𝑃𝑟 = 5.7 ) 𝑒𝑡 𝑅𝑎𝑐 = −860.6. 
En commençant la procédure numérique pour Le=203 et 𝜓 = 0.2 (mélange eau 60%-éthanol 
40%) à partir de la convection unicellulaire, comme condition initiale, la transition 
stationnaire a été trouvée pour 𝑅𝑎𝑐𝑑𝑒𝑢𝑥𝑖è𝑚𝑒 = 1469.2 . Ce qui correspond à  une deuxième 
bifurcation stationnaire trouvée analytiquement par la méthode de Galerkin à l’ordre N=5, soit 
𝑅𝑎𝑐𝑑𝑒𝑢𝑠𝑖è𝑚𝑒 = 1494.905, la figure 4-6 montre respectivement les isoconcentrations, les 
lignes de courant et les isothermes associée à cette transition. 
 
(a) 
 
(b) 
 
(c) 
FIGURE 4-6 Isoconcentrations  (a), lignes de courant (b) et isothermes (c) pour eau 60%-
ethanol 40% (𝑎 = 0, 𝜓 = 0.2, 𝐿𝑒 = 203, 𝑃𝑟 = 30 ) 𝑒𝑡 𝑅𝑎𝑐 = 1469.2. 
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Dans la partie instationnaire du diagramme de stabilité, des validations numériques ont été 
effectuées  pour 𝐿𝑒 = 203 et  𝜓 = −0.1 afin de déterminer les paramètres associés à la perte 
de stabilité via une bifurcation instationnaire. Les valeurs analytiques au niveau de 𝑅𝑎𝑐 =
1186.8, le nombre de cellules et la fréquence correspondent à celles obtenues 
numériquement. 
 
4.3. Étude de la stabilité linéaire de l’écoulement 
convectif en présence du seul chauffage latéral 
(𝐚 = 𝟏) 
Contrairement aux cavités chauffées par le bas où le gradient thermique imposé doit excéder 
une certaine valeur, dit seuil critique, pour pouvoir observer l’apparition des mouvements 
convectifs, dans les cavités chauffées latéralement, la solution de diffusion par convection est 
une solution mathématique du problème quelle que soit la valeur du nombre de Rayleigh 
thermique. La différence entre la convection naturelle dans les cavités chauffées latéralement 
et celle chauffées par le bas est bien connue, théoriquement et expérimentalement (Bejan 
[99]). La figure 4.7 représente l’intensité de l’écoulement en fonction de Ra pour une cavité 
chauffée latéralement (courbe en pointillé) pour n’importe quelle valeur de Le et ψ en 
comparaison avec celle d’une cavité chauffée par le bas dans le cas de a) l’eau-éthanol 
(Le=203, 𝜓 = 0.2)-courbe en rouge, b) un gaz poly-moléculaire (𝐿𝑒 = 10, 𝜓 = 0.2)-courbe 
en noir, c) un fluide pur ( 𝜓 = 0)-courbe en bleu. 
. 
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FIGURE 4-7 Comparaison de la convection entre les cas de chauffage latéral nul (𝑎 = 0) et 
vertical nul (𝑎 = 1) pour différentes valeurs de 𝐿𝑒 et 𝜓. 
 
Pour 𝑎 = 0, La figure 4.7 est un exemple de résultats analytiques et numériques obtenus pour 
les variations de Ψ0 en fonction du nombre de Rayleigh Ra. Les courbes présentées dans ce 
paragraphe sont le résultat de la théorie décrite précédemment. La solution numérique des 
équations fondamentales, calculée pour A = 10 et représentée par des points. Une bonne 
concordance est observée entre les deux types de solutions. Le cas du fluide pur 𝜓 = 0 est 
repris dans les graphes pour la comparaison. Cette situation, correspondant au problème 
classique de Bénard (avec des conditions frontières de Neumann), donne naissance à une 
bifurcation se produisant à un nombre de Rayleigh supercritique𝑅𝑎𝑐
𝑠𝑢𝑝 = 720, comme l’ont 
prédit, Sparrows et al.[100]. Knobloch et al. [97], ont obtenu un résultat analytique similaire: 
𝑅𝑎𝑚𝑜𝑛𝑜 =
720
𝜓𝐿𝑒
  quand ils ont étudié la stabilité linéaire de la solution de double diffusion pur 
dans les fluides binaires.  Ramono correspond à Rayleigh critique pour le déclenchement de la 
convection caractérisée par une transition de l'état de repos à l’état convective unicellulaire 
dans une cavité horizontale. Les conditions aux limites thermiques considérées par Knobloch 
[97] sont des températures constantes, alors que dans notre cas les conditions aux limites 
thermiques sont des flux de chaleur uniformes d’où la différence avec notre résultats 
 𝑅𝑎𝑐 =
720
1+𝜓(𝐿𝑒+1)
 , voir la relation (4.14). 
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Toutefois, pour des valeurs de Ra supérieur au Rayleigh critique, deux états contrarotatifs sont 
possibles, en plus de la solution de conduction pure ( Ψ0 = 0) qui s'avère être instable. Les 
résultats correspondant au cas de mélange binaire d''eau (60%) et d'éthanol (40%) sont 
présentés sur la figure 4-7 (courbe en rouge) pour 𝜓 = 0.2 et 𝐿𝑒 = 203. Pour cette 
configuration, les forces d’origine thermique et solutale sont toutes deux déstabilisantes. Par 
conséquent, la bifurcation à partir de l’état de repos se produit pour un nombre de Rayleigh 
inférieur à celui du  fluide pur (courbe en bleu). Ainsi, pour les conditions considérées ici, 
𝑅𝑎𝑐
𝑠𝑢𝑝 = 17.225. Le courbe en noir continu représente le cas d’un gaz polymoléculaire avec 
un nombre de Lewis 𝐿𝑒 = 10, La convection se déclenche à 𝑅𝑎𝑐
𝑠𝑢𝑝 = 225. Dans les deux cas, 
on remarque que pour un nombre de 𝑅𝑎 croissant, l’amplitude de 𝛹0 est toujours supérieure à 
celle obtenue dans le cas d’un fluide pur. Mathématiquement, la symétrie dans le cas a=0 
vient du fait que Ψ0 peut se mettre en facteur dans la relation (3.24) alors pour 𝑎 = 1, 
l’expression de l’intensité de la vitesse (3.29) est une fonction du cinquième degré et ne peut 
se factoriser.  
Dans le cas 𝑎 = 1, les simulations numériques montrent l'existence d’état de convection 
stable jusque à des valeurs très grandes de 𝑅𝑎 dans des cavités de différents rapports d’aspect.  
La figure 4-8 montre un exemple de lignes de courant, de champs de concentration et de 
température pour 𝑅𝑎 = 6000 et 𝐴 = 5. 
 
(a) 
 
(b) 
 
(c) 
FIGURE 4-8 Lignes de courant (a), iso-concentrations (b) et isothermes (c) pour ( 𝜓 =
−0.28, 𝐿𝑒 = 58, 𝑃𝑟 = 5.7 ), 𝑎 = 1 𝑒𝑡 𝑅𝑎𝑐 = 6000, A=5 
 
Nous proposons une étude de l'influence du rapport de forme A sur la séparation et les 
instabilités convectives susceptibles de se développer dans cette configuration. Une 
représentation des champs de température, concentration et des lignes de courant pour 
4.4  Étude de la stabilité linéaire de l’écoulement convectif dans une cavité soumise à 
des flux de chaleur croisés 𝐚 ∈ ]𝟎, 𝟏[                                                                             79 
Ra=100000, A=30, mélange binaire ( Pr = 5.7, 𝐿𝑒 = 58 et ψ = −0.28) est donnée dans la 
figure (4.9) 
 
 
 
(a) 
 
 
 
(b) 
FIGURE 4-9 Isothermes, lignes de courant et iso-concentrations pour le mélange binaire 
( 𝜓 = −0.28, 𝐿𝑒 = 58, 𝑃𝑟 = 5.7 ), 𝑎 = 1 𝑒𝑡 𝑅𝑎 = 100000 pour (a) A=30 (b) A=50 
 
4.4. Étude de la stabilité linéaire de l’écoulement 
convectif dans une cavité soumise à des flux de 
chaleur croisés 𝐚 ∈ ]𝟎, 𝟏[ 
Dans ce cas aussi, nous n’avons considéré que le cas de l’écoulement unicellulaire, où la 
séparation est possible, comme un état de base pour lequel on étudie la stabilité linéaire. Mais 
tout d’abord on analysera la courbe de la convection liant l’intensité de vitesse avec le nombre 
de Rayleigh (figure 4.10). 
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FIGURE 4-10 L’intensité de l’écoulement au centre de la cavité en fonction de 𝑅𝑎  
(a) l’eau-éthanol (𝐿𝑒 = 203, 𝜓 = 0.2)-courbe en rouge, (b) un gaz poly-moléculaire (𝐿𝑒 =
10, 𝜓 = 0.2), courbe en noir, (c) un fluide pur (𝜓 = 0), courbe en bleu. 
 
Comme nous pouvons le constater sur  la figure 4-10, le déclenchement de la convection se 
fait avec des valeurs de Ra infinitésimales (comme le cas a=1 figure 4.7). Parcontre en 
convection thermosolutale, il existe un cas particulier pour lequel une solution d’équilibre est 
obtenue lorsque les forces de gravité d’origine thermique sont égales et opposées à celle 
d’origine solutale Ghorayeb et al. [108]. En outre, on remarque sur la figure 4-10 que le 
nombre 𝐿𝑒 influence aussi le type de l’écoulement qui n’est pas symétrique non plus voir 
relation (3.24). 
4.4.1. Étude numérique de l’écoulement 
multicellulaires (𝒂 = 𝟏𝟎−𝟐, 𝒂 = 𝟐. 𝟏𝟎−𝟐 et 
𝒂 = 𝟓. 𝟏𝟎−𝟐) 
Dans ce paragraphe, En tenant compte des caractéristiques de l’écoulement de base 
unicellulaire, nous avons résolu numériquement l’ensemble des équations régissantes ce 
problème à l’aide du logiciel COMSOL Multiphasiques. Pour chercher l’existence des 
solutions multicellulaires possibles en prenant en compte notre solution unicellulaire comme 
condition initiale. L’apparition de l’écoulement multicellulaire semble d’être possible aux 
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grandes valeurs de Ra. Nous présentons ci-dessous, plusieurs  exemples des écoulements 
multicellulaires pour différents valeurs de nombre de Lewis et de rapport des densités des flux 
de chaleur.  
.  
 
(a) 
 
(b) 
 
(c) 
FIGURE 4-11 Isoconcentrations  (a), lignes de courant (b) et isothermes (c) pour eau 60%-
éthanol 40% ( 𝜓 = 0.2, 𝐿𝑒 = 203, 𝑃𝑟 = 30 ), 𝑎 = 0.01 𝑒𝑡 𝑅𝑎𝑐 = 1871.64 
 
 
(a) 
 
(b) 
 
(c) 
FIGURE 4-12 Isoconcentrations (a), lignes de courant (b) et isothermes (c) pour eau 60% 
éthanol 40% ( ψ = 0.2, Le = 203, Pr = 30 ), a = 0.02 et Rac = 2442.92. 
 
 
(a) 
 
(b) 
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(c) 
FIGURE 4-13 Isoconcentrations  (a), lignes de courant (b) et isothermes (c) pour le mélange 
( 𝜓 = −0.28, 𝐿𝑒 = 58, 𝑃𝑟 = 5.7 ), 𝑎 = 0.01 𝑒𝑡 𝑅𝑎𝑐 = 1450.61 
 
 
(a) 
 
(b) 
 
(c) 
FIGURE 4-14 Isoconcentrations  (a), lignes de courant (b) et isothermes (c) pour 𝜓 = −0.1,
𝐿𝑒 = 10, 𝑃𝑟 = 7 ), 𝑎 = 0.01 𝑒𝑡 𝑅𝑎𝑐 = 1319.02 
 
 
(a) 
 
(b) 
 
(c) 
FIGURE 4-15 Isoconcentrations  (a), lignes de courant (b) et isothermes (c) pour 𝜓 = −0.1,
𝐿𝑒 = 10, 𝑃𝑟 = 7, 𝑎 = 0.05 𝑒𝑡 𝑅𝑎𝑐 = 4676.98 
 
4.4.2. Étude de la stabilité linéaire de la solution 
d’équilibre mécanique dans le cas(𝑪𝑻 −𝝍 𝑪𝑺 =
𝟎) 
Dans certaines conditions, le champ de vitesse peut s’annuler conduisant à une situation 
purement diffusive. Dans notre cas avec l’effet Soret et la présence des flux de chaleur 
croisés, on obtient une solution d’équilibre mécanique. En examinant l’expression de 
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l’intensité de la vitesse (3.20), on constate que le champ de vitesse (3.17) s’annule pour 
(𝐶𝑇 − 𝜓 𝐶𝑆 = 0). Cherchons cette solution d’équilibre pour laquelle les forces de flottabilité 
d’origine thermique sont de même intensité mais de sens opposé aux forces d’origine solutale.  
La solution d’équilibre du système: 
En remplaçant la solution obtenue au niveau du 3.18, 3.19 et en remplaçant 𝐶𝑇 par 𝜓 𝐶𝑆 on 
obtient la solution de base suivante : 
{
 
 ?⃗?
 
0 = 0                                                             
𝑇0 = 𝜓 𝐶𝑠𝑥 + (𝑎 − 1)𝑧 + 𝑐𝑠𝑡1                      
𝐶0 = 𝐶𝑠𝑥 + (1 − 𝑎)𝑧 +
1
2
(𝑎 − 1 − 𝐶𝑠𝐴)   
 (4.15)  
Et en remplaçant 𝐶𝑠 par sa valeur trouvée dans 3.22 on obtient : 
𝐶𝑠 = −𝐶𝑇 ⇒  𝜓 = −1 
Il s’ensuit que la stabilité d’équilibre n’est possible que si 𝜓 = −1. 
On en déduit à partir de la relation 3.21 : 
𝐶𝑇 = −
42 ∗ 60𝑎
2520
= −𝑎 ⇒ 𝐶𝑠 = 𝑎  
D’où finalement la solution finale associée à l’équilibre mécanique : 
𝑇0 = −𝑎𝑥 − (1 − 𝑎)𝑧 + 𝑐𝑠𝑡1  
 𝐶0 = 𝑎𝑥 + (1 − 𝑎)𝑧 + 𝑐𝑠𝑡2 
?⃗? 0 = 0   
(4.16)  
La constante d’intégration 𝑐𝑠𝑡1 et 𝑐𝑠𝑡2  peuvent être obtenue en écrivant la conservation du 
soluté dans la cellule et de la température moyenne dans la cavité ce qui entraine :. 
cst1 = T0 +
a(A − 1)
2
−
1
2
 (4.17)  
cst2 = C0 −
a(A − 1)
2
−
1
2
 (4.18)  
 
 
Stabilité linéaire de la solution d’équilibre mécanique: 
En perturbant cette solution on retrouve l’équation de la stabilité linéaire de ce nouveau 
problème :  
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{
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝜕𝑢
𝜕𝑥
+
𝜕𝑤
𝜕𝑧
= 0                                                           
𝜕𝑢
𝜕𝑡
= −
𝜕𝑝
𝜕𝑥
+ 𝑃𝑟∆𝑢                                                   
𝜕𝑤
𝜕𝑡
= −
𝜕𝑝
𝜕𝑧
+ 𝑃𝑟∆𝑤 +  𝑃𝑟𝑅𝑎(𝜃 + 𝑐)                  
𝜕𝜃
𝜕𝑡
− 𝑎𝑢 − (1 − 𝑎)𝑤 = ∆𝜃                                   
𝜕𝑐
𝜕𝑡
+ 𝑎𝑢 + (1 − 𝑎)𝑤 =
1
𝐿𝑒
∆(𝑐 + 𝜃)                 
          
 
(4.19)  
 
⇒
𝜕(𝑐 + 𝜃)
𝜕𝑡
= ∆𝜃 +
1
𝐿𝑒
∆(𝑐 + 𝜃) 
En éliminant la pression on obtient le nouveau système de stabilité linéaire : 
{
 
 
 
 
𝜕
𝜕𝑡
(∇2𝑤) = 𝑃𝑟∇4w+ PrRa
𝜕2
𝜕𝑥2
(θ + c)                   
𝜕
𝜕𝑡
(
𝜕θ
𝜕𝑥
) + a
𝜕𝑤
𝜕𝑧
− (1 − a)
𝜕𝑤
𝜕𝑥
= ∇2
𝜕θ
𝜕𝑥
                    
𝜕(𝑐 + 𝜃)
𝜕𝑡
= ∇2𝜃 +
1
Le
∇2(𝜃 + 𝑐)               
 
(4.20)  
 
 Transition stationnaire 𝛔 = 𝟎 
{
  
 
  
 ∇4w+ 𝑅𝑎
𝜕2
𝜕𝑥2
(θ + c) = 0                                      
a
𝜕𝑤
𝜕𝑧
− (1 − a)
𝜕𝑤
𝜕𝑥
= ∇2
𝜕θ
𝜕𝑥
                                     
                   
∇2𝜃 +
1
Le
∇2(𝜃 + 𝑐) = 0                                   
                                 
 
(4.21)  
 
En développant les équations de ce système en modes normaux, le système différentiel est 
résolu en utilisant la méthode de Galerkin à l’ordre de 5,  6 et 7 et le processus est 
parfaitement convergent comme l’indique les résultats présentés sur le tableau 4-4. 
 
4.4.2.1. Résultats et discussions 
Nous avons trouvé que la solution de base perd sa stabilité via une bifurcation instationnaire, 
mais instable. Une deuxième transition stationnaire prend sa place pour des valeurs plus 
grandes du nombre de Rayleigh. Nous rapportons dans le tableau  4.4, les valeurs liées à la 
transition stationnaire pour Rayleigh critique et le nombre d’ondes k critique pour 𝐿𝑒 = 100, 
 𝜓 = −1, 𝑃𝑟 = 10. 
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TABLEAU 4-4 𝑅𝑎𝑐 et 𝑘𝑐 pour la transition stationnaire à partir de la méthode de Galerkin à 
l’ordre N=5,6 et 7. 
𝑳𝒆 = 𝟏𝟎𝟎, 𝑷𝒓 = 𝟏𝟎, 𝝍 = −𝟏 
 𝑵 = 𝟓 𝑵 = 𝟔 𝑵 = 𝟕 
𝑎 𝑅𝑎𝑐 𝑘𝑐 𝑅𝑎𝑐 𝑘𝑐 𝑅𝑎𝑐 𝑘𝑐 
0.10 63786.07 0.219 59645.17 0.235 58915.39 0.240 
0.15 26694.56 0.347 24972.12 0.373 24671.23 0.381 
0.20 14062.95 0.492 13164.80 0.527 13010.21 0.537 
0.25 8374.71 0.654 7848.38 0.699 7759.83 0.712 
0.30 5369.28 0.838 5039.97 0.892 4986.42 0.907 
0.35 3607.51 1.046 3394.18 1.107 3361.16 1.123 
0.40 2497.17 1.281 2357.27 1.345 2337.09 1.362 
0.45 1760.03 1.540 1668.99 1.604 1657.10 1.618 
0.50 1252.57 1.817 1194.88 1.874 1188.32 1.885 
0.55 895.38 2.096 860.41 2.142 857.12 2.149 
0.60 641.67 2.35 621.65 2.386 620.18 2.390 
0.65 461.66 2.569 450.89 2.588 450.31 2.589 
0.70 334.69 2.723 329.21 2.734 329.00 2.734 
0.75 245.44 2.814 242.77 2.820 242.70 2.820 
0.80 182.53 2.846 181.27 2.849 181.24 2.849 
0.85 137.81 2.825 137.22 2.827 137.22 2.827 
0.90 105.66 2.759 105.40 2.761 105.39 2.761 
0.95 82.29 2.659 82.18 2.660 82.18 2.660 
0.99 68.17 2.558 68.11 2.559 68.11 2.559 
1 65.15 2.531 65.09 2.532 65.09 2.532 
 
Nous présentons sur la figure 4-16 le nombre de Rayleigh critique en fonction de 𝑎 pour 
𝐿𝑒 = 100,  𝜓 = −1, 𝑃𝑟 = 10. La transition instationnaire est représentée en pointillé. 
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FIGURE 4-16 Rayleigh critique lié à la perte de stabilité de la solution d’équilibre en 
fonction du rapport des densités de flux 𝑎 pour 𝐿𝑒 = 100, 𝜓 = −1, 𝑃𝑟 = 10.  Le trait plein : 
transition stationnaire, le trait pointillé : transition instationnaire 
. 
Des simulations numériques ont été menées pour valider nos résultats analytiques, pour les 
mêmes paramètres de l’écoulement. On a trouvé que la transition de l’état d’équilibre se 
produit avec une transition stationnaire. Un exemple pour 𝐿𝑒 = 100, 𝑎 = 0.5, 𝑃𝑟 =
10 et 𝐴 = 10 est donné dans la figure 4.17, juste avant le début du mouvement (a) pour 
𝑅𝑎 = 1199.95 et le moment de la perte de stabilité (b) pour 𝑅𝑎 = 1199.96. Ce résultat 
numérique confirme notre résultat analytique donné dans le tableau 4.2 pour 𝑅𝑎𝑐 = 1252.57 
etkc = 1.817(correspond à 6 cellules). 
 
 
(a) 
 
(b) 
FIGURE 4-17 Champ de concentration avec les lignes de courant pour Le=100, a=0.5, Pr=10 
et A=10 pour a) 𝑅𝑎 = 1199.95 et b) 𝑅𝑎 = 1199.96. 
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On donne dans le tableau 4.5 les valeurs correspondantes à la transition instationnaire pour 
plusieurs rapports des densités des flux 𝑎. 
TABLEAU 4-5 𝑅𝑎𝑐, 𝑘𝑐 et 𝜔  pour la transition stationnaire à partir de la méthode de 
Galerkin à l’ordre 𝑁 = 4,5 et 6. 
𝑳𝒆 = 𝟏𝟎𝟎,    𝑷𝒓 = 𝟏𝟎,𝝍 = −𝟏 
 𝑵 = 𝟒 𝑵 = 𝟓 𝑵 = 𝟔 
a Rac kc ω Rac kc ω Rac kc ω 
0.01 184629.25 0.05 0.04 181346.93 0.05 0.04 181388.55 0.05 0.04 
0.02 51932.97 0.09 0.06 51045.22 0.09 0.06 51052.80 0.09 0.06 
0.05 12053.77 0.16 0.10 11861.11 0.16 0.10 11859.62 0.16 0.10 
0.10 4651.33 0.23 0.12 4577.82 0.23 0.12 4576.33 0.23 0.12 
0.15 2765.19 0.27 0.12 2721.17 0.27 0.12 2719.99 0.27 0.12 
0.20 1926.14 0.31 0.12 1894.77 0.31 0.12 1893.79 0.31 0.12 
0.25 1451.06 0.34 0.12 1426.75 0.34 0.12 1425.92 0.34 0.12 
0.30 1142.08 0.39 0.12 1121.90 0.39 0.12 1121.12 0.39 0.12 
0.35 919.49 0.45 0.12 901.99 0.45 0.12 901.21 0.45 0.12 
0.40 744.20 0.54 0.12 728.33 0.55 0.12 727.47 0.55 0.12 
0.45 596.19 0.70 0.13 581.62 0.72 0.13 580.60 0.72 0.13 
0.50 473.18 0.89 0.13 460.77 0.90 0.13 459.77 0.91 0.13 
0.55 376.76 1.06 0.13 366.75 1.07 0.12 365.90 1.08 0.12 
0.60 302.90 1.22 0.12 294.99 1.23 0.12 294.33 1.24 0.12 
0.65 246.40 1.37 0.11 240.20 1.38 0.11 239.69 1.39 0.11 
0.70 202.92 1.52 0.10 198.05 1.53 0.10 197.68 1.53 0.10 
0.75 169.18 1.65 0.09 165.35 1.66 0.09 165.07 1.66 0.09 
0.80 142.76 1.78 0.08 139.73 1.78 0.07 139.53 1.78 0.07 
0.85 121.89 1.89 0.06 119.47 1.89 0.06 119.32 1.89 0.06 
0.90 105.24 1.99 0.04 103.30 1.99 0.04 103.19 1.99 0.04 
0.92 99.54 2.03 0.03 97.75 2.03 0.02 97.65 2.03 0.02 
0.93 96.86 2.05 0.02 95.15 2.04 0.02 95.05 2.05 0.02 
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4.4.3. Étude de la stabilité linéaire de la solution 
d’équilibre mécanique dans le cas (𝐋𝐞𝐂𝐒 + 𝐚 =
𝟎) 
En remplaçant  (𝐿𝑒𝐶𝑆 + 𝑎 = 0) dans les expressions du champ de vitesse, de température et 
de concentration (3.31-3.33) on se ramène à : : 
{
  
 
  
 𝑢 = −
1
4
𝑎𝑅𝑎
(𝐿𝑒 − 𝜓)
𝐿𝑒
𝑧(2𝑧 − 1)(𝑧 − 1)                                                         
𝑇 = −𝑎𝑥 +
1
720
720𝐿𝑒𝑧(𝑎 − 1) + (𝐿𝑒 − 𝜓)𝑎2𝑅𝑎[6𝑧5 − 15𝑧4 + 10𝑧3]
𝐿𝑒
𝐶 =  −
𝑎
𝐿𝑒
𝑥 + (−𝑎 + 1)𝑧 +
1
2
𝐴𝑎 + 𝐿𝑒(𝑎 − 1)
𝐿𝑒
                                            
 
(4.22)  
 
À partir de l’expression de ce champ de vitesse on peut déduire qu’une solution d’équilibre 
existe si 𝐿𝑒 − 𝜓 = 0. Cette condition n’est possible que si 𝜓 > 0 comme 𝜓 est de l’ordre de 1 
cette solution d’équilibre n’est possible que pour les mélanges gazeux. On trouve dans la 
littérature par exemple le mélange méthane-air pour lequel la diffusivité massique est du 
même ordre de grandeur ou même plus grande que la diffusivité thermique. 
Pour 𝜓 = 𝐿𝑒 la solution d’équilibre est :  
{
𝑢 = 0                                                                           
𝑇 = −𝑎𝑥 + 𝑧(𝑎 − 1)                                               
𝐶 =  −
𝑎
𝐿𝑒
𝑥 + (−𝑎 + 1)𝑧 +
1
2
𝐴𝑎 + 𝐿𝑒(𝑎 − 1)
𝐿𝑒
 
(4.23)  
 
Étudions la stabilité de cette solution.  
4.4.3.1. Stabilité linéaire de la solution d’équilibre mécanique 
La situation associée à cet équilibre mécanique obtenu pour  𝜓 = 𝐿𝑒 nous conduit à étudier 
uniquement le cas ≥ 0 . Les résultats analytiques à l’ordre 5 sont donnés dans la figure 4-18. 
Ces résultats expriment l’évolution de Rac en fonction du facteur de séparation.
 
  
 
FIGURE 4-18 Variation de Rayleigh critique lié à la perte de stabilité de la solution 
d’équilibre en fonction du facteur de séparation pour différents rapports des densités des flux 
a. 
 
4.5. Conclusion 
Dans ce chapitre, nous avons réalisé des études de stabilité linéaire de l’écoulement pour  
toutes les solutions d’équilibre et de l’écoulement unicellulaire rencontrés dans la 
configuration étudiée. Nous avons bien distingué les cas de flux latéral nul: 𝑎 = 0 et de flux 
vertical nul : 𝑎 = 1 du cas le plus général: 𝑎 = ]0,1[ qui correspond à des flux de chaleur 
croisés. En l'absence du chauffage latéral, la cavité est chauffée par le bas ou par le haut avec 
des flux constants. On a déterminé dans ce cas la valeur exacte du nombre de Rayleigh 
critique stationnaire et la valeur du nombre d’onde critique correspondant en fonction du 
facteur de séparation et du nombre de Lewis. 
𝑅𝑎𝑐 =
720
1 + 𝜓(𝐿𝑒 + 1)
 ; 𝑘𝐶 = 0 
Pour des valeurs négatives de 𝜓 et positives de Ra la solution d’équilibre perd sa stabilité via 
une bifurcation de Hopf, avec un nombre d’onde critique correspondant à une seul cellule 
convective. Il s’avère que la solution unicellulaire perd sa stabilité via une bifurcation 
stationnaire ou une bifurcation de Hopf en fonction des valeurs des paramètres 
adimensionnels considérés. Pour aborder le cas de flux croisé, dans un premier temps, nous 
 avons effectué une comparaison de la convection au sein de la cavité (l’intensité de vitesse en 
fonction de Ra) pour les trois situations (flux latéral nul, flux vertical nul et flux croisés). On 
constate que le flux thermique latéral a un effet stabilisant sur l’écoulement unicellulaire. Pour 
certaines valeurs de 𝐿𝑒 et 𝑎, l’écoulement unicellulaire reste stable pour des grandes valeurs 
de Ra.. 
Finalement, nous avons montré que cette configuration conduit, pour deux relations 
particulières reliant les différents paramètres adimensionnels du problème à : une situation 
d’équilibre mécanique associée à des gradients de température et de concentration non nuls. 
Ces deux  solutions d’équilibre mécanique sont obtenues pour le cas 𝜓 = −1 et pour le cas 
𝐿𝑒 = 𝜓. 
La stabilité linéaire a été utilisée pour prédire l'apparition de la convection dans le cas 
 𝜓 = −1, où la force d'Archimède d'origine thermique et solutale agissent en sens opposé 
avec des intensités égales. Les résultats obtenus montrent que pour ce problème physique le 
groupement 𝑅𝑎𝐿𝑒 peut être considéré comme le paramètre de contrôle. 
La stabilité linéaire du cas 𝐿𝑒 = 𝜓 a été étudiée pour analyser la transition stationnaire. 
 
 
  
  
Chapitre 5                                            
                                                             
Étude de la séparation des 
constituants d’une solution binaire 
saturant une couche poreuse 
horizontale soumise à des flux de 
chaleur croisés 
5.1. Introduction 
L'objectif principal de ce chapitre est d'étudier analytiquement et numériquement la séparation 
des espèces dans une couche horizontale poreuse, saturée par un fluide binaire (le cas du 
mélange d’eau 60% et d’éthanol 40% est utilisé). Les parois de la cellule sont imperméables à 
la matière et soumises à des densités flux de chaleur uniforme (𝑞1) sur les parois horizontales 
et (𝑞2) sur les parois verticales, l’effet Soret est pris en compte. Dans cette étude, on 
considère le modèle de Darcy qui simplifie les équations hydrodynamiques, et dans la plupart 
des cas, rend possible la détermination analytique du nombre de Rayleigh thermique critique 
𝑅𝑎𝑐, même pour les cas des conditions aux limites réalistes. 
Avec l’application d’un flux latérale on dispose de deux paramètres de contrôle: le gradient 
thermique et le rapport des densités de flux 𝑎. 
Ce travail a fait l'objet d’un article soumis à l'International Journal of thermal science. Nous 
retranscrivons intégralement cet article au §5.3. Comme il est rédigé en anglais, on présente 
un résumé en français au §5.2.  
 5.2. Résumé de l'article 
Dans un premier paragraphe introductif (§1), on présente de manière générale le problème 
posé ainsi que les principaux travaux sur la convection thérmosolutale et sur la séparation des 
espèces par thermodiffusion gravitationnelle. Ensuite, nous avons présenté et discuté la 
formulation mathématique du problème de la thermogravitation au niveau du second 
paragraphe (§2). Ce problème est modélisé par les équations de conservation de la masse, de 
la quantité de mouvement et de l'énergie. Nous supposons que le milieu considéré est 
homogène et isotrope et on admet que l’écoulement satisfait à la loi de Darcy et à 
l’approximation de Boussinesq, on utilise aussi les hypothèses d’équilibre thermique local, et 
on néglige le terme de dissipation visqueuse. On présente dans ce même paragraphe (§2) le 
choix des grandeurs de référence pour rendre les équations adimensionnelles. 
Le problème considéré dépend de six paramètres adimensionnels: Le nombre de Lewis 
Le = α/D, Le nombre de Rayleigh Ra = gH2KβT(q1 + q2)/υαλ
∗, le facteur de séparation 
ψ = −
βC
βT
DT
D
C0(1 − C0), La porosité normalisée ϵ = ϵ
∗ (ρc)f
(ρc)p
, le rapport des densités de flux 
a =
q2
q1
 et le rapport d’aspect A =
L
H 
. 
Dans le paragraphe (§3) on présente la solution analytique de l’écoulement unicellulaire en se 
basant sur l’hypothèse de l’écoulement parallèle. Cette hypothèse suppose que lorsque une 
cavité présente un grand rapport de forme, l’écoulement engendré devient parallèle 
relativement aux parois de grandes extensions de la cavité, ce qui permet de négliger la 
composante de la vitesse perpendiculaire à ces parois. 
Avec ces hypothèses, le système d'équations aux dérivées partielles est ramené à un ensemble 
d'équations différentielles ordinaires. Nous déterminons, ensuite, analytiquement les champs 
de vitesse, de température et de concentration. Pour la détermination du gradient de fraction 
massique 𝐶𝑆, nous utilisons le fait qu’à l’état stationnaire, le flux de matière à travers toute 
section droite verticale est nulle. 
Le §4 présente et analyse les résultats comparant l'influence sur la séparation des deux 
paramètres de contrôle du problème qui sont le nombre de Rayleigh et le rapport des densités 
de flux, pour différentes valeurs du nombre de Lewis. Les résultats obtenus montrent que la 
séparation maximale obtenue est associée à un couplage optimal entre le nombre de Rayleigh 
et le rapport des densités de flux (figure 5.3). Pour cette situation optimale, conduisant à une 
séparation maximale, on a déduit les expressions des paramètres optimales 𝑅𝑎𝑜𝑝𝑡 et 𝑎𝑜𝑝𝑡, 
ainsi que la séparation maximale 𝐵𝑠 𝑚𝑎𝑥. Nous monterons également que la séparation peut 
être obtenue pour des valeurs négatives ou positives du nombre de Rayleigh (figure 5.5) 
(chauffage par le bas ou par le haut). L’influence du rapport des densités de flux sur le temps 
de relaxation (le temps requis pour atteindre l’état stationnaire du système) est présentée sur la 
figure 5.6. On peut constater que l’augmentation du rapport des densités de flux conduit à une 
diminution du temps de relaxation.  
 Les résultats obtenus analytiquement sont corroborés grâce à des simulations numériques 
menées avec le logiciel COMSOL avec un maillage rectangulaire, parfaitement adapté à la 
géométrie de l’étude. Les résultats numériques obtenus montrent un bon accord avec ceux 
obtenus analytiquement. 
 La dernière partie a été consacrée à l’étude de la stabilité linéaire et non linéaire dans le cas 
particulier 𝑎 = 0. On a utilisé l’étude de la stabilité linéaire pour prédire la perte de stabilité 
de la solution d’équilibre. On a trouvé qu’on peut prédire les seuils critiques associées à la 
naissance de la convection en fonction des paramètres du problème. L’existence de plusieurs 
solutions a été ensuite recherché en utilisant une étude numérique non linéaire. 
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Abstract 
An analytical and numerical study of Soret-driven convection in a horizontal porous layer 
saturated by a binary fluid and subjected to cross uniform heat fluxes is presented. The flow is 
driven by the combined buoyancy effect due to temperature and induced mass fraction 
variations through a binary water ethanol mixture. In the first part of the study, a closed-form 
analytical solution in the limit of large aspect ratio of the cell (A>>1) is developed. We are 
mainly interested in the determination of the mass fraction gradient of the component of 
interest along the horizontal direction which determines the species separation. In the second 
part, numerous numerical simulations are carried out in order to validate the analytical results 
and extend heat and mass transfer to an area not covered by the analytical study. A good 
agreement is obtained between analytical and numerical results concerning the species 
separation obtained for an unicellular flow. In this configuration, the Soret separation process 
is improved by two control parameters: the heat flux density imposed on the horizontal walls 
of the cell and the ratio, a of heat flux density imposed on vertical walls to horizontal walls. 
The influence of the heat flux density ratio,  a, on the transient regime (relaxation time) is also 
numerically investigated. We observe that an increase of the parameter a leads to a decrease 
of the relaxation time. Thus, for a cell heated from below without lateral heating, the onset of 
convection from the mechanical equilibrium state is analyzed. The linear stability analysis 
shows that the equilibrium solution loses its stability via a stationary bifurcation or a Hopf 
bifurcation depending on the separation ratio and the normalized porosity of the medium. The 
linear stability results are widely corroborated by direct 2D numerical simulations. The 
thresholds of various multicellular solutions are determined in terms of the governing 
parameters of the problem using nonlinear direct numerical simulations.  
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 1. Introduction 
The aim of this work is to study analytically and numerically the species separation of a 
binary fluid mixture, saturating a horizontal porous cavity of large-aspect-ratio. The Soret 
effect is taken into account. The convective motion is driven using constant cross fluxes of 
heat on the horizontal and vertical walls. 
Thermodiffusion corresponds to the migration of the components in a gaseous mixture or 
aqueous solution under the temperature gradient. Thermal diffusion in fluids or Soret effect 
was discovered by Ludwig and Soret [1]. This phenomenon implies that any fluctuation in 
temperature will induce variation in concentration of binary mixture. The Soret effect is much 
larger than the Dufour effect in liquid binary mixtures [2]. 
The magnitude of Soret effect is associated to Soret coefficient which is the ratio of 
thermodiffusion coefficient to mass diffusion coefficient. Numerous previous works showed 
the importance of the Soret effect on the  behavior of multicomponent systems submitted to 
temperature gradient. The coupling between the heat and species molecular transports is 
described by the mass flux density vector: 
 𝐉m = −ρD𝛁C − ρC(1 − C)  DT𝛁T (1)  
The first term of this equation comes from Fick's law and the second term describes the Soret 
effect (thermodiffusion). 𝜵𝐶 is the mass fraction gradient induced by the temperature gradient 
𝜵𝑇, [3]. Although, the assumption 𝐶(1 − 𝐶) ≈  𝐶0(1 − 𝐶0), where 𝐶0 is the initial value of 
mass fraction, is widely used but remains valid within the limits of very small variations of 
the mass fraction around 𝐶0. This assumption does not take into account the variation of 𝐷𝑇 
with respect to the mass fraction 𝐶, such as in water-ethanol systems (Kolonder et al. [4]). 
neither the dependence of temperature, such as in water-NaCl close to 12° 𝐶 ( Mojtabi et al. 
[5]). In the present work, 𝐷𝑇 is assumed to be constant.  
Despite its very small values of 𝐷𝑇, the Soret effect induces significant mass fraction variation 
in many natural or technological processes. The coupling of convection and thermodiffusion 
is called thermo-gravitational diffusion; this phenomenon was underlined about eighty years 
ago with the experimental work of Clausius and Dickel [6], and by theoretical work of Furry 
et al. [7], which opened the way for the study of thermo-gravitational diffusion in vertical 
columns (TGC). In 1959, Lorenz and Emery [8] proposed to introduce a porous medium in 
the thermogravitational column to reduce the convective motion. Thus, in a column with a 
large space between the two plates, filled with a porous medium, the fluid velocity is of the 
same order as TGC with a small gap. Thus, many works related to species separation using 
thermogravitational diffusion were conducted in vertical columns. So the resulting flow 
intensity is controlled by the porous media permeability and an alternative controlling may be 
accessed in reducing the gravity component. 
In 2003, Platten et al. [9] showed that the separation of species can be enhanced when the 
column is tilted. They concluded that separation can be considerably increased by choosing an 
 optimal inclination of the column. Charrier-Mojtabi et al. [10] showed that it is possible to 
perform the separation in a horizontal configuration when the separation ratio is negative or 
greater than a positive value leading to the onset of a unicellular flow. They also showed that 
the Rayleigh number leading to optimum separation in a horizontal cell was greater than that 
the one obtained in a vertical cell (TGC). This allowed species separation in a thick cell, 
Elhajjar et al. [11]. Bennacer et al. [12] used a partitioning technique in order to enhance the 
separation within a vertical annular porous cylinder. They reported that the separation 
increases when the cylindrical annulus curvature increases. The authors show that the  
separation ability increases with a porous layer partitioning due to cross flow resulting from 
the co-rotative cells. Khouzam et al. [13] presented a new configuration leading to species 
separation in a horizontal rectangular cavity, heated from above or from below, in the 
presence of mixed convection (lid driven cavity). They showed in their study that the 
separation may be increased for an optimal coupling between the imposed horizontal flow 
velocity and the flow induced by temperature gradient. 
In the section 2, we present the physical problem and the mathematical formulation. An 
analytical model, based on the parallel-flow approximation for a cell with large aspect ratio, is 
proposed in section 3. In section 4, the maximum species separation is determined for optimal 
values of thermal Rayleigh number 𝑅𝑎 and heat flux densities ratio 𝑎. Most of the results 
were obtained for water-ethanol mixture. The numerical method (FEM) employed to solve the 
governing equations is also presented. In section 5-1, an analytical and numerical stability 
analysis is performed in order to obtain the critical values associated to the onset of the 
unicellular convection in the particular case (𝑎 = 0), either stationary or Hopf bifurcation are 
obtained. In section 5-2, direct numerical simulations are used to analyze multicellular flows 
obtained after the onset of convection. 
2. Mathematical formulation  
The system under study consists of a horizontal rectangular porous cavity with large aspect 
ratio A = L/H, where H, is the height of the cavity along the z-axis and L is its length along 
the x-axis Fig 1, the reference frame is in the middle of the cavity. The cavity is filled with a 
binary fluid mixture of density ρ and dynamic viscosity μ. All four walls are submitted to 
uniform heat fluxes of density q1 on the long horizontal sides and q2 on the short vertical 
sides, opposite plates being heated and cooled, respectively and are assumed impermeable.  
 
 
  
Fig 1. Geometrical configuration of the cell submitted to cross heat fluxes. 
The Boussinesq approximation is assumed valid, thus, the thermo-physical properties of the 
binary fluid are considered constant, except the density in the buoyancy term which varies 
linearly with the local temperature T and mass fraction C of the denser component. 
 𝜌′ = 𝜌0
′ [1 − 𝛽𝑇(𝑇
′ − 𝑇0
′) − 𝛽𝐶(𝐶
′ − 𝐶0
′)] (2)  
Where βT and βC are, respectively, the thermal and mass expansion coefficients of the binary 
fluid coefficients defined by:  βT = −
1
ρ0
(
∂ρ′
∂T′
)C > 0, βC = −
1
ρ0
(
∂ρ′
∂C′
)T < 0. 
In the present work, we focus on the optimal species separation between the two horizontal 
ends of the cell, which appears after the establishing of the unicellular flow for low values of 
the Rayleigh number and for positive separation ratio. The parameters of the studied system 
correspond to a realistic binary mixture (water-ethanol) with the initial mass fraction of the 
heavier component (water) C0 = 0.6088%wt. The kinematic viscosity and the density 
are:ν = 2.716 × 10−6 m2s−1, ρ = 935.17 kg m−3. Other relevant properties are, D = 4.32 ×
10−10  m2s−1, DT = 1.37 × 10
−12 m2s−1K−1, βc = −2.12 × 10
−1 , βT = 7.86 × 10
−4 K−1 
, extracted from Platten et al. [9]. Thermal diffusivity and conductivity are, αf = 0.8771 ×
10−7m2s−1, λ′f = 0.33794 Wm
−1K−1, from Wang and Fiebig [14]. 
The heat and the mass flux in the binary mixture are coupled due to the Soret effect and 
both contribute to the density gradient. The buoyancy force ρg⃗  (g⃗ = −g ez⃗⃗  ⃗) is thus influenced 
by the Soret effect, taking into account that the Dufour effect describing currents of heat 
driven by concentration gradients is discarded. Under these conditions, the mathematical 
model governing this problem, which includes the conservation equations (mass, Darcy, 
energy and chemical species), are written respectively as follows: 
{
 
 
 
 
 
 𝛻. ?⃗?
 ′ = 0                                                                                             
𝛻𝑃′ = 𝜌𝑔 −
𝜇
𝐾
𝑉′⃗⃗⃗⃗                                                                                
(𝜌𝑐)∗
𝜕𝑇′
𝜕𝑡′
+ (𝜌𝑐)𝑓𝑉′⃗⃗⃗⃗ 𝛻𝑇
′ = 𝛻. (𝜆′𝛻𝑇′)                                       
(𝜖∗
𝜕𝐶′
𝜕𝑡′
+ 𝑉′⃗⃗⃗⃗ 𝛻𝐶′) = 𝛻. [𝐷𝛻𝐶′ + 𝐶′(1 − 𝐶′)𝐷𝑇𝛻𝑇
′)
 
(3)  
 
Typically, in Soret-driven convection, if the mass fraction is small, C′(1 − C′) can be 
replaced by C0
′ (1 − C0
′ ), C0
′  being the mass fraction in the initial state. 
The reference scales for the length and time are, H2σ/α (with σ = (ρc)′/(ρc)f, (ρc)
′ and 
 (ρc)f are respectively the effective and fluid volumetric heat capacity), and for pressure and 
velocity are α μ/K, α/H with α = λ′/(ρc)f (α and λ
′ are the effective thermal diffusivity and 
effective conductivity of the porous-mixture system). The dimensionless temperature and 
mass fraction are given by: 
𝑇 =
T′−𝑇0
′
∆T′
, 𝑐 =
𝐶′ −𝐶0
′
∆𝐶′
 with  ∆T′ = (𝑞1 + 𝑞2)𝐻/𝜆
′, ∆𝐶′ = ∆T′𝐶0
′(1 − 𝐶0
′)(𝐷𝑇 𝐷⁄ ). 
Thus, after eliminating the pressure, the dimensionless mathematical formulation of the 
problem is given by: 
 
{
  
 
  
 
                                                                           
𝜕𝑢
𝜕𝑧
−
𝜕𝑣
𝜕𝑥
= −𝑅𝑎
𝜕
𝜕𝑥
[𝑇 − 𝜓𝐶]                                        
  
𝜕𝑇
𝜕𝑡
+ (?⃗? . 𝛻)𝑇 = 𝛻2𝑇                                                      
𝜖
𝜕𝐶
𝜕𝑡
+ (?⃗? . 𝛻)𝐶 =
1
𝐿𝑒
(𝛻2𝐶 + 𝛻2𝑇)                            
 
(4)  
 
As usually the equation of continuity is satisfied by introducing the stream function, φ, 
according to: u = ∂φ/ ∂z and v = −∂φ/ ∂x. 
 
{
  
 
  
 
   
𝛻2𝜑 = −𝑅𝑎
𝜕
𝜕𝑥
[𝑇 − 𝜓𝐶]                                           
  
𝜕𝑇
𝜕𝑡
+ (?⃗? . 𝛻)𝑇 = 𝛻2𝑇                                                      
𝜖
𝜕𝐶
𝜕𝑡
+ (?⃗? . 𝛻)𝐶 =
1
𝐿𝑒
(𝛻2𝐶 + 𝛻2𝑇)                            
 
(5)  
 
The problem under consideration depends on six non-dimensional parameters: the Lewis 
number Le = α/D , the thermal Rayleigh number, Ra = gH2KβT(q1 + q2)/(υαλ
′), the 
separation ratio,  ψ = −
βC
βT
DT
D
C0
′ (1 − C0
′ ), the normalized porosity ϵ = ϵ∗(ρc)f/(ρc)
′, the 
horizontal to vertical heat flux densities ratio a =
q2
q1
 and the aspect ratio A =
L
H 
.  
Uniform cross heat fluxes are applied on the four boundaries, and the walls are assumed to be 
impermeable with slip condition on all walls,  
 
{
 
 
 
 ∀ 𝑧 ∈ [−
1
2
,
1
2
] ;  𝑥 = ±
𝐴
2
:    𝜑 =  0;  
𝜕2𝜑
𝜕𝑥2
=  0;    
𝜕𝑇
𝜕𝑥
= −
𝜕𝐶
𝜕𝑥
= −
𝑎
1 + 𝑎
   
  
∀ 𝑥 ∈ [−
𝐴
2
,
𝐴
2
] ;   𝑧 = ±
1
2
:    𝜑 =  0;  
𝜕2𝜑
𝜕𝑧2
=  0;     
𝜕𝑇
𝜕𝑧
= −
𝜕𝐶
𝜕𝑧
= −
1
1 + 𝑎
 
(6)  
 
 
3. Analytical solution  
For the present problem, the results are obtained in the limit of steady state and large aspect 
ratio (A >> 1), a regime where the parallel flow approximation is possible, which allows us 
to neglect the vertical velocity component (see for instance Bejan & Tien [15]; Walker & 
Homsy [16]), with the characterization of the temperature and concentration fields as linear 
stratification in the horizontal direction, after neglecting the side effects. 
  𝑉(𝑧)⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑢(𝑧)𝑒𝑥⃗⃗  ⃗ ; 𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝐵𝑇𝑥 + 𝑓(𝑧) ; 𝐶(𝑥, 𝑧) = 𝐵𝑆𝑥 + 𝑔(𝑧) ; (7)  
With these assumptions (Eq. 7) the system of dimensionless equations (5) with the boundary 
conditions (6) are reduced to a set of ordinary differential equations  
 
{
  
 
  
 
𝑑2𝜑
𝑑𝑧2
+ 𝑅𝑎[𝐵𝑇 − 𝜓𝐵𝑆] = 0                           
𝐵𝑇
𝑑𝜑
𝑑𝑧
−
𝑑2𝑓(𝑧)
𝑑𝑧2
= 0                                  
𝐵𝑆
𝑑𝜑
𝑑𝑧
−
1
𝐿𝑒
(
𝑑2𝑔(𝑧)
𝑑𝑧2
+
𝑑2𝑓(𝑧)
𝑑𝑧2
) = 0     
 
(8)  
 
Solving this system of equations (8), gives us the expression of the stream-function, the 
temperature and the mass fraction fields: 
 
 
 
 {
  
 
  
 
𝜑(𝑧) = 𝜑0(2𝑧 − 1)(2𝑧 + 1)                                               
  
𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝐵𝑇𝑥 + 𝐵𝑇𝜑0 (
4𝑧3
3
− 𝑧) −
𝑧
1 + 𝑎
                     
𝐶(𝑥, 𝑧) = 𝐵𝑆𝑥 +
(𝐵𝑆𝐿𝑒 − 𝐵𝑇)𝜑0(4𝑧
3 − 3𝑧)
3
+
𝑧
(1 + 𝑎)
 
      
(9)  
 
φ0 represents the intensity of the velocity field. It indicates the maximum value of the stream 
factor, and it is given by: 
 𝜑0 =
1
8
𝑅𝑎[𝐵𝑆𝜓 − 𝐵𝑇] (10)  
The variations of the temperature and the concentration field determine the buoyancy force field 
which, in its turn, drives the convective flow. In particular, the temperature gradients generate 
variations in the concentration field, but in the other hand the concentration diffusion (Fick law) 
and the convective flow mixing lead to reducing these variations. These changes together leads 
to close the feedback loop, which gives the possibility of species separation. 
To determine the constants BT and BS , a balance of heat and solutes through the sections of the 
rectangular cavity subdomain (see dashed line on Fig 1) is established ([16-18] ). Thus, by 
solving the dimensionless form of the mass conservation through the section: 
 ∫ (𝐿𝑒. 𝑢(𝑧). 𝐶(𝑥, 𝑧) − 𝐵𝑆 − 𝐵𝑇 
0.5
−0.5
)𝑑𝑧 = 0       ∀ 𝑥 ∈ [0, 𝐴] (11)  
Then, one has 
 𝐵𝑆 =
8𝐵𝑇𝐿𝑒𝜑0
2 − 15𝐵𝑇 + 10𝐿𝑒𝜑0/(𝑎 + 1)
(8𝐿𝑒2𝜑0
2 + 15)
        (12)  
And applying the condition on the thermal flow through sections (see dashed subdomain Fig. 1)  
  ∫ (𝑢(𝑧). 𝑇(𝑥, 𝑧) − 𝐵𝑇 
0.5
−0.5
)𝑑𝑧 = −
𝑎
1 + 𝑎
       ∀ 𝑥 ∈ [0, 𝐴] (13)  
  gives the expression of BT 
 𝐵𝑇 = −
5(2𝜑0 − 3𝑎)
(𝑎 + 1)(8 𝜑0
2 + 15)
        (14)  
With 𝐵𝑆 defined as the mass fraction gradient along the 𝑥 axis, thereby, the species separation 
𝑆 is defined as the difference in mass fraction of the denser species between the two ends of 
the considered domain, i.e. 𝑥 = 0 and 𝑥 = 𝐴. Replacing 𝐵𝑇 and 𝐵𝑆, by their expression (Eqs 
12 and 14), we deduce from equation (9) the equation giving the expression of 𝜑0 as function 
of the controlling parameters 𝐿𝑒, 𝜓 and𝑎: 
    𝜑0 = ∑ 𝛼𝑖𝜑
𝑖𝑖=5
𝑖=0   (15)  
𝛼0 = −225 𝑅𝑎 𝑎(𝜓 + 1) 
𝛼1 = 1800(𝑎 + 1) − 150𝑅𝑎((𝐿𝑒 + 1)𝜓 + 1) 
𝛼2 = 120 𝐿𝑒 𝑅𝑎 𝑎(𝜓 − 𝐿𝑒) 
𝛼3 = 960(𝐿𝑒
2 + 1)(𝑎 + 1) − 80𝐿𝑒2𝑅𝑎 
𝛼4 = 0 
𝛼5 = 512 𝐿𝑒
2(𝑎 + 1) 
This polynomial equation of the fifth degree admits five real or imaginary solutions depending 
on the values of the controlling parameters 𝑅𝑎, 𝐿𝑒, 𝜓 and 𝑎. 
4. Results and numerical validation  
Numerical simulations using commercial code (COMSOL Multiphysics) were performed and 
validated versus the analytical results. Thus, the geometry was drawn, an aspect ratio A = 10 
is considered.  The flow domain was meshed using “quadrilateral” elements, the quadrangle 
spatial resolution is 30 𝑋 150. A Lagrange-Quadratic scheme was selected to approximate the 
elements when discretizing the conservation equations (5) associated to the boundary 
conditions (6). The linear system solver was chosen "UMFPACK" for all our simulations.  
To determine the separation ability and compare the numerical to the analytical (parallel 
flow), the curve 𝐶 = 𝑓(𝑥) is plotted at a horizontal mid-plan (𝑧 = 0 for instance) and the 
slope is dedtrmined only in the central part of the cell, in order to eliminate the effects of 
recirculating in the vicinity of vertical ends. 
Examples of the variation of the iso-mass fraction and concentration field at different values 
of 𝑅𝑎 and 𝑎 are presented in the Fig 2 and 3. The black lines represent the iso-mass fraction 
contour, while the colors represent the intensity of the concentration of the heaviest specie. 
 
 
(a) a = 0.1 
  
(b) a = 0.5 
 
(c) a = 0.8 
Fig. 2 Iso-mass fraction and variation of the concentration field in the case of water-ethanol 
mixture (60%-40%) (𝐿𝑒 =  203, 𝜓 =  0.2, 𝐴 =  10) for different ratios of heat flux densities 
and for 𝑅𝑎 = 0.1. 
From Fig 2 (a), it can be seen that very small value of 𝑎 (weak convective motion) results an 
almost horizontal and vertical concentration field stratification, and the iso-mass fraction 
contours are almost parallel to the horizontal walls, and thus the separation is small.  The 
maximum of separation is obtained when the iso-concentrations lines are around 145°-
inclined regarding the horizontal Fig 2 (b), which corresponds to apparent optimal value of 
𝑎opt . For values of 𝑎 exceeding 𝑎opt the iso-mass fraction curvature increases and the 
separation decreases. 
 
(b) Ra = 0.2 
 
(b) Ra = 1.0 
 
(c) Ra = 5.0 
Fig. 3 . Iso-mass fraction and variation of the concentration field in the case of water-ethanol 
mixture (60%-40%) (𝐿𝑒 =  203, 𝜓 =  0.2, 𝐴 =  10) for different Rayleigh number and for 
specific heat flux density 𝑎 = 0.2. 
Likewise, from Fig 3, we notice that the maximum separation takes place at 145°-inclined iso-
concentrations lines corresponding to optimal Rayleigh number 𝑅𝑎opt. By changing the value 
of 𝑅𝑎 to greater than the optimal one, there is a deformation of the concentration field which 
leads to smaller separation, and for higher value of  𝑅𝑎, the concentration field is affected 
significantly (as made evident by the distortion of the iso-mass fraction lines in the Fig 3 (c). 
 The previous two figures validate the used aspect ratio to fit with the parallel flow assumption 
and linear temperature and concentration profile in x-direction. 
The Fig 4 shows the intensity of the flow in the point (4,0) of the cavity, 𝜑0 , as a function of 
𝑅𝑎 for 𝐿𝑒 = 203 and 𝜓 = 0.2 (water/ethanol mixture 60%/40%) and for two different values 
of horizontal to vertical heat flux densities ratio 𝑎. The analytical four real solutions of 𝜑0 are 
represented by solid, dotted, dashed and dash dot lines, these analytical results are 
corroborated by direct numerical simulations represented by points. As illustrated in the Fig 4, 
the convection in the presence of the side heating (𝑎 ≠ 0) is possible for any value of 
Rayleigh number. We present in this figure only the case of heating from the bottom 𝑅𝑎 > 0. 
Analytical results shows the possibility to have either clockwise circulation of the flow  
𝜑 > 0  or counterclockwise circulation 𝜑 < 0, however the side thermal effects tend to 
decrease the density in the left side of the cavity which generates clockwise circulation 
𝜑 > 0 which means 𝜑0 < 0 in the center of the cavity since 
 𝜑 = 𝜑0(2𝑧 − 1)(2𝑧 + 1).  
 
 
Fig.4. The intensity of the flow 𝜑0 as a function of 𝑅𝑎 for water-ethanol mixture and different 
values of 𝑎, for 𝐿𝑒 = 203, 𝜓 = 0.2. 
The flow intensity is as expected enhanced by the 𝑅𝑎 value increase and the lateral heating, 𝑎, 
and the thermal solutal coupling (Soret separation) explains the intersection of the obtained 
 curves. The numerical results fit well the analytical curves allowing the validation of the 
analytical approach restricted by the underlined assumptions.  
The lateral heating enhances the flow intensity below specific 𝑅𝑎 value and more complex 
coupling occurs above this value. So to have the induced separation ability and the optimal 
cross heating conditions, we sought the optimal values. 
Using the Maple software, we have determined the optimal value of 𝑎 = 𝑓(𝐿𝑒), and 𝑅𝑎 =
𝑓(𝐿𝑒, 𝜓, 𝑎)  leading to maximum of separation, their expressions are given as follows.  
{
 
 
 
 𝑎𝑜𝑝𝑡 = ±
1
12
√30𝐿𝑒(𝐿𝑒 − 1)
𝐿𝑒 + 1
                                                                                                            
  
𝑅𝑎𝑜𝑝𝑡 =
120(1 + 𝑎)2
(±2𝜉+17𝐿𝑒 + 12)𝑎2𝜓 + 2(±𝜉+6𝐿𝑒 + 6)𝑎2 + 2(±𝜉 + 5𝐿𝑒)𝑎𝜓 ± 2𝜉𝑎 + 5𝐿𝑒
 
(16)  
 
With introducing the function ξ = √6
Le2(11a2+10a+5)+6(2Le+1)a2
(1+a)2
  
The maximum of separation BSmax, is deduced and given by: 
 𝐵𝑆𝑚𝑎𝑥 = −
1
12
±𝜉(𝑎 + 1) + 6𝑎(𝐿𝑒 − 1)
(𝑎 + 1)𝐿𝑒
        (17)  
For the same considered conditions, Fig 5 illustrates the variation of separation 𝐵𝑆 versus 𝑎 
for various values of Rayleigh number 𝑅𝑎 = 0.1, 0.5 and 1.  
 
Fig.5. Mass fraction gradient 𝐶𝑆 versus the flux ratio a for 𝑅𝑎 = 0.1, 0.5 and 1 (heat from 
below), 𝐿𝑒 = 203 and 𝜓 = 0.2. 
By increasing 𝑎, for fixed 𝑅𝑎, we can see that the separation increases until reaching a 
maximum value 𝑆𝑚𝑎𝑥, (𝐵𝑆𝑚𝑎𝑥 ) for which optimal coupling between natural convection and 
thermodiffusion time is achieved. The optimal value of heat flux densities ratio leading to 
 𝑆𝑚𝑎𝑥 increases by decreasing 𝑅𝑎. When 𝑎 < 𝑎𝑜𝑝𝑡 the thermal diffusion is predominant, in 
this case the separation, due mainly to thermodiffusion, is small. Conversely, when 𝑎 > 𝑎𝑜𝑝𝑡 
the convection regime increases and tends to reduce the species separation. 
The analytical solution is in good agreement with the 2𝐷 numerical results (represented with 
dots) for all the presented values. The maximum of separation 𝐵𝑆𝑚𝑎𝑥 = 0.501 for 𝑅𝑎 = 0.1 
is obtained at 𝑎 = 0.47, for higher 𝑅𝑎 = 0.5, the weaker 𝐵𝑆𝑚𝑎𝑥 = 0.459 is obtained at small  
𝑎 = 0.01 and for 𝑅𝑎 = 1, 𝐵𝑆𝑚𝑎𝑥 = 0.408 is obtained at 𝑎 = 0. 
Such optimal conditions are for chosen case and the weak separation and optimal 𝑅𝑎 are 
consequence of the weak considered mass diffusivity (Le~200). For such values the flow 
mixing is dominant.  
The previous presented results are for thermal unstable case where the heating is from bottom. 
The case of heating from top is thermally stable but the induced separation can be stabilizing 
or destabilizing depending on 𝜓 value. We will pursue focusing on positive 𝜓 and the 
evolution of separation with large Rayleigh number values are presented on Fig 6. As 
previously a maximum of separation is found for an optimal value of 𝑅𝑎 , where optimal 
coupling between convection and thermodiffusion time is achieved. When the absolute value 
of Rayleigh number is lower than the optimal value, the thermodiffusion is predominant. In 
this case the separation is small. Conversely, when the absolute value of 𝑅𝑎 > 𝑅𝑎𝑜𝑝𝑡, the 
convection regime increases and tends to reduce the species separation for both stabilizing 
and destabilizing thermal case.  
 
 
 Fig.6. Mass fraction gradient BS versus the Rayleigh number Ra for a = 0, 0.2 and 1, with 
= 0.2, Le = 203. 
We observe on the Fig 6 that as a decrease, the location of the maximum separation is shifted 
towards higher absolute value of Ra but the global coupling demonstrates a non-symmetrical 
tendency for the two cases.  
In fact, when heating from below (𝑎 > 0 and 𝑅𝑎 > 0) the heaviest component moves to the 
cold wall (the upper wall), which is unstable situation, in this case, a small lateral heat flux 
density  is enough to create the motion in the mixture and reach the maximum of separation. 
On the other hand, when heating form above (𝑎 > 0 and 𝑅𝑎 < 0), the heaviest component 
moves to the bottom wall (the cold one), which is a stable situation, in this case, a higher 
lateral heat flux density is required in order to obtain the optimal coupling between 
convection and thermal diffusion time which leads to the maximum of separation. 
We find here the maximum of separation equal to 𝐵𝑆𝑚𝑎𝑥 = 0.5878 for 𝑎 = 1 and 𝑅𝑎 = 0.03. 
In the other cases 𝐵𝑆𝑚𝑎𝑥 = 0.474 for 𝑎 = 0.2  and 𝑅𝑎 = 0.17 and 𝐵𝑆𝑚𝑎𝑥 = 0.459 for 𝑎 = 0 
and 𝑅𝑎 = 0.56. Actually, having the maximum of separation at greater value of 𝑅𝑎 increases 
the time of separation and consequently the separated quantity. 
The different analyzed optimal situation was analyzed in steady state and the needed time to 
achieve such separation is at least as important as the separation level. Fast separation 
condition could be interesting in multistage separation process.   
Such is the relaxation time separation process (which is the time required to reach steady 
state), is analyzed numerically for the previously considered product and mixture (water-
ethanol 60% − 40%). The evolution of the mass fraction of the denser component as a 
function of time, for Ra = 0.1 and for various lateral heating, a, is illustrated in the Fig 7. 
 
 Fig.7. The temporal evolution of the mass fraction, for different values of a and for Ra = 0.1. 
As we see from the Fig 7, the steady state can be reached pretty faster with high values of a , 
the needed critical time for a = 0.1, 0.5 and 1.0 are 1200, 650 and 450 respectively. If we 
would explain this, the increase in the value of a further the diffusion process and flow 
intensity helps to reach the steady in less time. The maximum separation is not monotonous 
with a and exhibit a better separation for a=0.5. Nevertheless the decrease in separation 
ability is compensated by the fast separation ability where the ratio between the needed time 
and maximum separation, 𝑡𝑐𝑟/𝐶𝑚𝑎𝑥 are 1045, 418 and 338. 
5. Linear and nonlinear stability analysis for  𝐚 = 𝟎 
5.1. Convection in the particular case: 𝒂 = 𝟎 
The difference between the natural convection in laterally heated cavities and that heated from 
below is well known theoretically and experimentally (Bejan [3]). In the absence of lateral 
heating, it is easy to show that there exists a mechanical equilibrium solution characterized 
by: 
{  
𝑉0⃗⃗  ⃗ = 0          
𝑇0 = −𝑧       
𝐶0 = 𝑧          
                                       
(18)  
 
In order to analyze the stability of this conductive solution, we introduce a vertical velocity 
component perturbation w, and perturbations of temperature, θ, and concentration, c. We 
assume that the perturbations (w, θ, c)  are small, then we obtain the following linearized 
equations 
{
 
 
 
 
 
 
 
                                                                                                   
                                                                                      
𝛻2𝑤 = 𝑅𝑎 [
𝜕2
𝜕𝑥2
(𝜃 − 𝜓𝑐)]                                         
𝜕𝜃
𝜕𝑡
+ 𝑤
𝜕𝑇0
𝜕𝑧
= 𝛻2𝜃                                                         
𝜖
𝜕𝑐
𝜕𝑡
+ 𝑤
𝜕𝐶0
𝜕𝑧
=
1
𝐿𝑒
𝛻2(𝜃 + 𝑐)                                       
                                 
                    
(19)  
 
Associated with the boundary conditions: 
 𝑤 = 0 ,    
𝜕𝜃
𝜕𝑧
= 0,   
𝜕𝑐
𝜕𝑧
= 0 ,                 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑧 = −
1
2
,
1
2
 ∀𝑥 (20)  
The perturbation quantities are chosen as follows: 
 (𝑤, 𝜃, 𝑐) = [?̂?(𝑧), 𝜃(𝑧), ?̂?(𝑧)]𝑒𝑖𝑘𝑥+𝜎𝑡  (21)  
Where k is the wave number in the horizontal direction (𝑜𝑥) and 𝑖2 = −1, and σ  is the 
temporal amplification of the perturbation. 
We developed two procedures to obtain the critical values of (𝑅𝑎𝑐𝑠, 𝑘𝑐𝑠) and (𝑅𝑎𝑐𝑜, 𝑘𝑐𝑜 ,𝑐𝑜). 
The first procedure consists of analytically solving the dispersion equation for stationary 
 transition to numerically obtain the exact values of the critical parameters and the second one 
leads to approximate values using the Galerkin method (long-wave and oscillatory cases). 
 
a. Stationary transition 
 
In the first part, we focus on steady bifurcation. Equations 19 with the boundary conditions 20 
imply: 
 ?̂? = −𝜃(𝐿𝑒 + 1) + 𝑐𝑠𝑡𝑒 (22)  
This result show, that near the bifurcation point, the perturbed parts of the temperature and the 
concentration are similar, a result which is in a good agreement with our numerical 
simulations. 
Eliminating c in the system of equations 19, we obtain a fourth-order system of equations 
governing the variables w and θ̂: 
 
(𝐷2 − 𝑘2)2𝜃(𝑧) + 𝑅𝑎𝑘2(1 + 𝜓(1 + 𝐿𝑒))𝜃(𝑧)
= 𝑅𝑎𝑘2𝜓[𝛼1 𝑠𝑖𝑛ℎ(𝑘𝑧) + 𝛼2 𝑐𝑜𝑠ℎ(𝑘𝑧)]                
(23)  
where D =
d
dz
 and α1 and α2 are integration constants verifying  
 θ′̂ = 0   for 𝑧 = −
1
2
,
1
2
 ∀𝑥, 
θ′′̂ − 𝑘2𝜃 = 0  for 𝑧 = −
1
2
,
1 
2
∀𝑥, 
The algebraic solutions of the characteristic equation associated with equation (22) 
 (𝑟2 − 𝑘2)2 = 𝑅𝑎𝑘2(1 + 𝜓(1 + 𝐿𝑒)) 
The general solution of the fourth order ordinary differential equation (Eq. 21) is given as a 
combination of four particular independent functions whose expression depends on the sign of   
𝑅𝑎(1 + 𝜓(𝐿𝑒 + 1)). 
The solution obtained depends on four arbitrary constants. When we assume that this general 
solution verifies the boundary conditions (Eq. 20), we obtain a homogeneous linear algebraic 
system with four equations and four unknowns corresponding to the four constants. This 
system has a nontrivial solution if the associated matrix determinant, det (𝑅𝑎, 𝑘, 𝐿𝑒, 𝜓) is 
equal to zero. The expression of this determinant was obtained using the Maple algebra code.  
Once we have calculated the determinant, we obtain the relation between the Rayleigh 
number, the wave number, the Lewis number and the separation ratio 𝜓: 
 
2𝑠𝑖𝑛ℎ(𝑅1) 𝑠𝑖𝑛(𝑅2) 𝑘
2 + 2𝑐𝑜𝑠ℎ(𝑅1) 𝑅1𝑅2 𝑐𝑜𝑠(𝑅2) + 𝑠𝑖𝑛ℎ(𝑅1
2)𝑅1𝑅2
− 𝑅1 𝑠𝑖𝑛(𝑅2
2) 𝑅2 − 𝑅1 𝑐𝑜𝑠(𝑅2
2) 𝑅2 − 𝑐𝑜𝑠ℎ(𝑅1
2)𝑅1𝑅2 = 0 
(24)  
 
Where 
𝑅1 = √𝐾(𝑘 + √𝑅𝑎(1 + 𝜓(𝐿𝑒 + 1)) , 𝑅2 = √𝐾(−𝑘 + √𝑅𝑎(1 + 𝜓(𝐿𝑒 + 1)) 
 We can then determine the exact value of the stationary critical Rayleigh number and the 
corresponding critical wave-number function of the separation ratio and the Lewis number 
(Table 1). 
These results were confirmed using the Galerkin method for the perturbation quantities: 
 
{
 
 
 
 
 
?̂? =∑𝑎[𝑖] (𝑧 −
1
2
)
𝑖
. (𝑧 +
1
2
)                                                         
𝑁
𝑖=1
  
𝜃 = 𝑏[1] + 𝑏[2]. 𝑧. (𝑧
2 −
3
4
) +∑ 𝑏[𝑖+2] (𝑧 −
1
2
)
𝑖+1
. (𝑧 +
1
2
)
2𝑁−2
𝑖=1
 
                (25)  
Where ?̂?(z), θ̂(z) represents the vertical component of the velocity and temperature 
perturbation. 
In Table 1 are reported the critical values of 𝑅𝑎𝑐𝑠 and 𝑘𝑐𝑠 obtained with the exact solution and 
the Galerkin method, for the stationary bifurcations and for different values of 𝜓:. 
 
𝑳𝒆 = 𝟐𝟎𝟑 𝑳𝒆 = 𝟏𝟎 
𝑹𝒂𝒄 𝒌𝒄 𝑹𝒂𝒄 𝒌𝒄 
𝜓 = −0.1 Exact -0.619 0 - 120.001 0 
 Galerkin -0.619 0 - 120.001 0 
𝜓 = 0           Exact 12 0 12 0 
 Galerkin 12 0 12 0 
𝜓 = 0.1       Exact 0.561 0 5.714 0 
 Galerkin 0.561 0 5.714 0 
 
b. The case of long-wave disturbances 
Although in the general case, the solution of the eigenvalue problem (Eqs. 19 and 20) can 
only be obtained numerically, the case of longwave disturbances (wave-number 𝑘 =0) can be 
studied analytically. To study the behavior of long-wave disturbances, one may develop the 
regular perturbation method with the wavenumber 𝑘 as a small parameter. In our case, using 
the Maple algebra code, we expand the determinant in the vicinity of 𝑘 =0 to obtain 
 𝑑𝑒𝑡(𝑅𝑎(𝑘), 𝑘, 𝐿𝑒, 𝜓) =
𝑅𝑎
1 + 𝜓 + 𝐿𝑒𝜓
(𝑓1(𝑅𝑎, 𝐿𝑒, 𝜓)𝑘
6+𝑓2(𝑅𝑎, 𝐿𝑒, 𝜓)𝑘
8+0(𝑘10) (26)  
When we set the expression corresponding to the order 6 of the determinant development 
(f1(𝑅𝑎, 𝐿𝑒, 𝜓) to zero, it leads to  
 𝑅𝑎𝑐 =
12
1 + 𝜓(𝐿𝑒 + 1)
 (27)  
We find in this case that the line 𝜓𝐻 = −
1
(𝐿𝑒+1)
 is an asymptote of the curve 𝑅𝑎cs(𝜓). 
 
 
c. Oscillatory instability  
 
 The linear stability equations (19) with the boundary conditions (20) are solved using the 
Galerkin method where the perturbations are chosen as Fourier functions and polynomial 
expansions. The convergence of the critical parameters obtained by these two approximations 
is similar. The purpose is to find an oscillatory instability (𝜎 = 𝑖𝜔 ) for a Rayleigh number 
𝑅𝑎𝑐𝑜 smaller than the one at which marginal stability 𝜎 = 0 is observed. This stability study 
leads to a homogeneous linear algebraic system, which has a non-trivial solution if the 
associated matrix determinant is equal to zero. The Maple software was used for the symbolic 
calculations of the residue and of the 3Nx3N determinant A. With all the approximations 
used, the determinant has the following form: 𝑑𝑒𝑡(𝐴) =  𝑅(𝑅𝑎, 𝜖, 𝐿𝑒, 𝜓, 𝑘, 𝜔) +
𝑖 𝑆(𝑅𝑎, 𝜖, 𝐿𝑒, 𝜓, 𝑘, 𝜔) where R and S are real polynomial functions of (𝑅𝑎, 𝑘, 𝜔, 𝜖 , 𝐿𝑒, 𝜓). 
The degrees of the variable Ra and k in these functions increase according to the order, N, of 
truncation. We performed the symbolic calculations of the 3Nx3N determinant A for 
approximation levels N=3, 4  and 5. 
To calculate the value of the critical Rayleigh number corresponding to a Hopf bifurcation, 
we proceed as follows: 
We first fix the particular values of 𝜓, 𝜀 and Le. We resolve the following algebraic system, 
with two unknowns (𝑅𝑎,𝜔) and a parameter 𝑘: 
 { 
𝑅(𝑅𝑎, 𝑘, 𝜔) = 0  
𝑆(𝑅𝑎, 𝑘, 𝜔) = 0 
                (28)  
When we solve this system, we obtain the real roots of indices j: 𝑅𝑎𝑗 = 𝑓𝑗(𝑘) and 𝜔𝑗 = ℎ𝑗(𝑘). 
We can then look for the minimum value of Ra according to k and obtain the critical 
parameters 𝑅𝑎𝑗𝑐 = 𝑓𝑗(𝑘𝑐) and 𝜔𝑗𝑐 = ℎ𝑗(𝑘𝑐).In Fig 8 (a) and (b), we present the stability 
diagram 𝑅𝑎𝑐 = 𝑓(𝜓) obtained for Le= 10 and 200 respectively (the solid lines are associated 
with the stationary bifurcation). The two figures Fig 8-a and Fig 8-b show that for values of 𝜓 
less than 𝜓𝐻 = −
1
(𝐿𝑒+1)
, the primary transition is a Hopf bifurcation, in this domain we can 
see the important role of porosity, when it decreases; the stability of the equilibrium solution 
is reinforced. 
 
 
 
  
(a) 
 
(b) 
Fig.8. Stability diagram of the equilibrium state for a) Le = 10 b) Le = 200 and for different 
porosity values (ϵ = 0.4, 0.8). Solid lines: stationary bifurcation; dotted line: Hopf 
bifurcation. 
 5.2. Nonlinear numerical analysis of the multicellular flow for 𝒂 = 𝟎 
The numerical solution of the problem admits in principle infinity of solutions, each of them 
associated to a given set of initial conditions. Depending on the initial conditions introduced 
in the computations the stationary solution is characterized by 1 to 9 rolls. In Fig 9, we 
present the flow intensity as a function of the Rayleigh number for all numerical solutions that 
may exist in this domain of Rayleigh number. We started the numerical procedure using pure 
conduction, as initial condition. For high values of thermal Rayleigh number we found a 
particular multicellular flow. We used the values of velocity, thermal and solutal fields 
obtained for this multicellular flow as a new initial condition. We decreased progressively the 
value of Ra until the nature of the multicellular flow changed. These solutions remained stable 
with decreasing Rayleigh number until they loosed this stability via an instationary 
bifurcation. The structure of the flow obtained after each bifurcation point is associated to a 
smaller number of rolls. We also note that the intensity of flow increases with decreasing the 
number of rolls. 
 
 
Fig.9. The intensity of the flow 𝜑0 as a function of 𝑅𝑎 for water-ethanol mixture for the all 
possible multicellular flows (symbols) compared with the unicellular one (solid line). 
6. Conclusion and perspectives 
 In this work, analytical and numerical studies were performed to investigate the species 
separation in a binary fluid, saturating a horizontal porous layer subjected to cross heat fluxes. 
The Darcy model and the Boussinesq approximation were used in order to solve the 
governing equations of the problem. In this configuration, the two main control parameters 
are the thermal Rayleigh number, Ra and the heat flux density, a, for given value of Lewis 
number, Le, separation ration . The heat flux imposed on the vertical walls in addition to the 
one imposed on the horizontal walls, allows more mass fraction horizontal gradient evolutions  
in comparison to the case of classical thermogravitational columns where only one 
temperature gradient induces convective heat and mass transfer. 
The results were obtained for a wide range of governing parameters, namely the thermal 
Rayleigh number Ra, the flux ratio a, for given values of the Lewis number Le and the 
separation ratio, . In the first part of the paper an analytical solution has been determined in 
the case of a shallow cavity (A >> 1). This theoretical study allows us to determine the 
expression of the velocity, temperature and mass fraction fields as a function of various 
dimensionless parameters of the problem. From this theoretical study, we deduced the optimal 
species separation values BSmax versus the two control parameters, 𝑅𝑎 and 𝑎. The analytical 
results have been corroborated by direct 2D numerical simulations using a finite element 
commercial code ( COMSOL). The comparison with the separation obtained in other physical 
configurations shows that the species separation may be more important in this configuration 
even if the optimal separation values BSmaxare equal in these different geometries.  
All previous studies mainly focused on the optimal species separation and avoid the transient 
regime to reach such steady state. We observed that the real optimal situation for the 
separation  depends on a new criteria: the ratio of tcr to the maximal mass fraction gradient, 
tcr/BSmax, where tcr is the time to reach the steady state . Such optimal criteria needs to be 
completed in next studies and generalized versus the main control parameters, a and Ra. For  
the particular case of no lateral flow (𝑎 = 0), the linear stability theory allowed us to predict 
the critical threshold of the convection according of the control parameters.The new possible 
multiple solutions depending on initial state is one of the new interesting challenge in the 
thermodiffusion area. 
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Chapitre 6                                    
                                                 
Conclusions et perspectives 
 
Ce travail de recherche, comportant une partie théorique et une partie numérique, porte sur 
l’étude de la séparation thermogravitationnelle des constituants d’un fluide binaire. Nous 
avons étudié la thermogravitation dans une cavité parallélépipédique fluide ou poreuse en 
configuration de Rayleigh Bénard, Après avoir précisé les objectifs de notre recherche, j’ai 
rappelé les principaux travaux sur la convection thermosolutale et sur la séparation des 
espèces par thermodiffusion gravitationnelle. Nous avons ensuite rappelé et précisé le 
formalisme mathématique dimensionnel et adimensionnel adapté et qui a été utilisé dans toute 
la suite de ce travail de thèse. On présente, au niveau du troisième chapitre, une étude 
analytique et numérique de la convection thermosolutale avec prise en compte de l’effet 
Soret. Nous avons analysé les phénomènes convectifs se développant dans une cavité 
horizontale rectangulaire, de grande extension, remplie d’un fluide binaire. La cavité est 
soumise à une densité de flux de chaleur uniforme q1 et moins q1 au niveau de ces parois 
horizontales et q2 et moins q2  sur deux de ses parois verticales. Nous avons dans la première 
partie déterminée la solution analytique donnant les champs thermique et massique associés à 
l’écoulement parallèle. Les profils de vitesse, de température et de concentration ont été 
déterminés dans le cadre de deux hypothèses: 
- la densité de flux de chaleur est égal q2 à travers toute section droite verticale orthogonale à 
la direction de grande extension. 
- la densité de flux de chaleur est égal q2 uniquement au niveau des deux sections terminales 
ou elle est appliquée. 
 Pour la séparation thermogravitationnelle dans les colonnes verticales, on ne dispose que d’un 
seul paramètre de contrôle, à savoir la différence de température imposée aux deux parois 
verticales des colonnes. Pour les travaux plus récents, traitant de la séparation en 
configuration horizontale, la différence de température entre les deux surfaces horizontales a 
constitué le seul paramètre de contrôle sur lequel on pourrait agir pour optimiser la séparation 
des espèces. 
Pour notre étude on dispose de deux paramètres de contrôle basés sur les densités de flux 𝑞1 et 
𝑞2 que l’on peut faire varier indépendamment l’une de l’autre en vue d'optimiser la séparation 
des constituants et obtenir s'il est possible un optimum supérieur à celui obtenu avec un seul 
paramètre de contrôle. Les deux paramètres de contrôle de cette étude sont donnés par le 
nombre de Rayleigh comme pour les études précédentes (Colonnes) et par le rapport des 
densités de flux: a= 𝑞2 /(𝑞1 +𝑞2  ). Nous avons analysé le rôle joué par ce paramètre a pour un 
Rayleigh donné. Les valeurs des paramètres de contrôle (𝑅𝑎𝑜𝑝𝑡 et 𝑎𝑜𝑝𝑡) optimisant la 
séparation des espèces ont été déterminées analytiquement et les résultats analytiques obtenus 
sont en très bon accord avec les résultats de simulation numérique directe ne prenant pas en 
compte les hypothèses adoptées pour l'étude analytique. 
Dans la seconde partie de ce travail, des simulations numériques 2D et 3D ont été menées en 
utilisant le logiciel industriel Comsol Multiphysique et le logiciel, en volumes finis, 
développé par R. Bennacer. Ces simulations nous ont permis de corroborer les résultats 
analytiques obtenus et d’étudier l’influence de la prise en compte de la troisième dimension 
sur la séparation. Les résultats de simulation 3D sont en bon accord avec les résultats 
analytiques dans le cas des grandes valeurs du rapport d'aspect dans la direction transversale 
𝐴𝑦. 
Le chapitre 4 traite de la partie théorique de notre travail de recherche. Nous avons effectué 
l’étude de la stabilité linéaire de la solution d’équilibre mécanique et l’étude de la solution 
associée à l’écoulement unicellulaire prenant naissance après la perte de stabilité de la 
solution d’équilibre mécanique. La séparation optimale des espèces d’un mélange binaire est 
obtenue pour le régime d’écoulement unicellulaire. Il est donc important de s’assurer que le 
𝑅𝑎𝑜𝑝𝑡 obtenu, pour un 𝑎𝑜𝑝𝑡 donné, reste inférieur au nombre de Rayleigh conduisant à la 
perte de stabilité de la solution unicellulaire. Nous avons présenté par la suite les différents 
diagrammes de stabilité, donnant les paramètres critiques ( 𝑅𝑎𝑐, 𝑘𝑐 et 𝜔𝑐) pour différentes 
valeurs du facteur de séparation 𝜓 et du nombre de Lewis. On trouve que la solution 
d’équilibre mécanique perd sa stabilité via une bifurcation de Hopf pour 𝜓 < −1/(𝐿𝑒 + 1). 
Ce résultat a été obtenu dans le cas d’une couche horizontale de fluide binaire chauffée par le 
bas. Nous avons analysé le processus de séparation des espèces en l’absence de densité de 
flux thermique latéral (a=0), configuration étudiée par d’autres équipes en milieux poreux 
seulement sans analyse de la séparation. 
 Lors de l’étude analytique de la solution unicellulaire, dans le cadre de l’hypothèse de 
l’écoulement parallèle, nous avons montré que le problème étudié met en évidence l’existence 
de deux solutions d’équilibre mécanique dans la cavité en présence du gradient de 
température imposé et du gradient de fraction massique induit par la thermodiffusion. Ces 
deux situations  sont obtenus pour : 𝐶𝑇 − 𝜓 𝐶𝑆 = 0, et 𝐿𝑒𝐶𝑆 + 𝑎 = 0 ou 𝐶𝑇 et 𝐶𝑆 désignent 
respectivement les gradients thermique et massique dans la direction horizontale. 
 
Dans le chapitre 5 nous avons étudié analytiquement et numériquement la séparation des 
espèces dans une couche horizontale poreuse, saturée par un fluide binaire, soumise à des flux 
thermiques croisés. Nous avons utilisé le modèle Darcy et l'approximation de Boussinesq 
pour simplifier le système d'équations traduisant les équations de conservation. Dans cette 
configuration, on dispose de deux paramètres de contrôle qui sont le nombre de Rayleigh 
thermique, 𝑅𝑎 et le rapport de densité de flux de chaleur imposée sur les parois verticales par 
rapport à celle imposée aux parois horizontales. Ces deux paramètres de contrôle permettent 
de découpler le gradient thermique de la vitesse convective. Dans la première partie de ce 
chapitre nous avons déterminé les expressions donnant les profils de vitesse, de température et 
de fraction massique associée à l’écoulement parallèle. Nous avons, également, déterminé la 
séparation en fonction de différents nombres adimensionnels. Les résultats obtenus montrent 
que la séparation maximale obtenue est associée à un couplage optimal entre le nombre de 
Rayleigh et le rapport des densités de flux. On a montré également que la séparation dépend 
du nombre de Lewis. Nous monterons également que la séparation peut être obtenue pour des 
valeurs négatives ou positives du nombre de Rayleigh (la cavité est chauffée par le bas ou par 
le haut).  
Dans la seconde partie nous avons présenté l’influence du rapport des densités de flux sur le 
temps de relaxation (le temps requis pour atteindre l’état stationnaire du système). On a 
montré que l’augmentation du rapport des densités de flux conduit à une diminution du temps 
de relaxation. Les résultats obtenus analytiquement sont corroborés avec des simulations 
numériques menées avec le logiciel COMSOL avec un maillage rectangulaire, parfaitement 
adapté à la géométrie de l’étude. Les résultats numériques obtenus montrent un bon accord 
avec ceux obtenus analytiquement. 
De nombreuses perspectives liées à ce travail restent encore à explorer. 
En premier lieu, afin de valider les résultats théoriques et numériques présentés dans ce 
mémoire, il faudrait effectuer des expériences avec plusieurs mélanges binaires. 
Sur le plan théorique, ce travail a porté essentiellement sur l’analyse de la stabilité linéaire. 
Une étude de la stabilité faiblement non-linéaire permettrait d’examiner la stabilité de 
l’écoulement qui prend naissance après la perte de stabilité de l’écoulement unicellulaire. 
Du point de vue numérique, l’étude 3D effectuée ne constitue qu’un travail exploratoire. Il est 
possible de compléter l’expérimentation 3D et d’analyser la stabilité des différentes structures 
 d’écoulement pouvant prendre naissance dans la cavité parallélépipédique en fonction des 
valeurs de ses deux rapports d’aspect.     
 
 
  
  
 
 
Annexe A 
 
Dimensional study in porous medium 
The dimensional study is taken in consideration for reasons of testing the validity of some 
assumptions have been used, and quantifying the separation. For that, a cell of 10 cm lengths 
and 2 mm widths is chosen, and filled with the sand as a porous medium of which the 
porosity ϵ = 0.43 and the permeability K = 2 ∗ 10−11, and the binary mixture water (60.88 
wt %)-ethanol (39.12 wt %) already used by Platten and al [84] is considered.   
Mathematical formulation 
The mathematical model governing this problem 
{
 
 
 
 
 
 ∇. ?⃗?
 ′ = 0                                                                                             
∇𝑃′ = 𝜌𝑔 −
𝜇
𝐾
𝑉′⃗⃗⃗⃗                                                                               
(𝜌𝑐)∗
𝜕𝑇′
𝜕𝑡′
+ (𝜌𝑐)𝑓𝑉′⃗⃗⃗⃗ ∇𝑇
′ = ∇. (𝜆′∇𝑇′)                                      
(𝜖∗
𝜕𝐶′
𝜕𝑡′
+ 𝑉′⃗⃗⃗⃗ ∇𝐶′) = ∇. [𝐷∇𝐶′ + 𝐶′(1 − 𝐶′)𝐷𝑇∇𝑇
′)
 (A-1)  
Figure A.1 illustrates the geometry of the problem with the boundary conditions. 
 
FIG.A-1- Geometrical configuration of the cell submitted to cross heat fluxes. 
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The cavity is bounded by a contour Ω with the reference frame is in the middle. Thus we 
notice the corresponding dimensional boundary conditions: 
{
  
 
  
 ?⃗?
 ′ = 0                                                                              ∀  𝑀 ∈ Ω
𝜕𝑇′
𝜕𝑥′
= −
𝑞2
𝜆∗
                                                            ∀ 𝑧′ = −
𝐻
2
,
𝐻
2
𝜕𝑇′
𝜕𝑧′
= −
𝑞1
𝜆∗
                                                            ∀  𝑥′ = −
𝐿
2
,
𝐿
2
(𝐷∇𝐶′ + 𝐷𝑇𝐶
′(1 − 𝐶′)∇𝑇′). ?⃗? = 0                            ∀  𝑀 ∈ Ω
 (A-2)  
To perform the dimensional analytical study, the same approach used in the dimensionless 
one can be followed. Before including some outlines of the dimensional analytical procedure 
we recall the main assumptions used as follows: 
For a cell of high aspect ratio L/H, it is supposed that in most of the cell the vertical velocity 
component is zero, and that the horizontal component is a function of z: V⃗ ′ = u′(z′)ex⃗⃗  ⃗, it is 
supposed also that the temperature within the mixture varies according to x′ like the 
temperature on the two horizontal walls (conductive mode) i.e.𝑇′(𝑥′, 𝑧′) = −
𝑞2
𝜆∗
𝑥′ + 𝑓(𝑧′), 
moreover it is supposed that in a stationary state there is linear stratification of the 
concentration in the x direction: 𝐶′(𝑥′, 𝑧′) = 𝑚𝑥′ + 𝑔(𝑧′) where m is the mass fraction 
gradient along the x axis.. 
For comparison, we suppose in the first time that the product C′(1 − C′) in the the system of 
equations (A-1) varies little so it can be replaced by the product of initial mass fraction 
𝐶0).(1 − 𝐶0). 
Using these assumptions and by eliminating the pressure from the system of equations (A-1) 
we obtain the following system of differential equations (after the insertion of the stream 
function φ′ ):  
{
  
 
  
 
υ
K
(
d2𝜑′(𝑧′)
d𝑧′2
) + (βCm−
βTq2
λ∗
) g = 0                                     
d2f(𝑧′)
d𝑧′2
+
q2
λ∗α
d𝜑′(𝑧′)
𝑑𝑧′
= 0                                                          
m
d𝜑′(𝑧′)
𝑑𝑧′
− D(
d2g(𝑧′)
∂𝑧′2
) − C0(1 − C0)DT (
d2f(𝑧′)
∂𝑧′2
) = 0
 (A-3)  
For the modeling of the flows in the horizontal cavity, it is necessary to have additional 
conditions. We use the conservation of mass of each species, the experimental cell being 
closed which results in:  
 ∫ 𝑑𝑥′∫ 𝐶′.
𝐻/2
−𝐻/2
𝑑𝑧′
𝐿/2
−𝐿/2
= 𝐶0 𝐿 𝐻 (A-4)  
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The resolution of the set of equations (A-3) with the condition (A-2) leads to the stream 
function profile, the fields of temperature and concentration  
{
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝜑′(𝑧′) = −
1
2
(𝛽𝐶𝑚−
𝛽𝑇𝑞2
λ∗
)𝑔𝐾𝑧′2
𝜈
+
1
8
𝐻2𝑔𝐾(𝛽𝐶λ
∗𝑚 − 𝛽𝑇𝑞2)
λ∗𝜈
𝑇′ = −
𝑞2
𝜆∗
𝑥′ +
𝑞2
6𝜆∗2𝜈 𝛼
𝑔𝐾(𝛽𝐶𝑚𝜆
∗ − 𝛽𝑇𝑞2)𝑧
′3 −
(𝛽𝐶𝐻
2𝑔𝐾𝑚𝑞2𝜆
∗ − 𝛽𝑇𝐻
2𝑔𝐾𝑞2
2 + 8𝛼𝑞1𝜈𝜆
∗)𝑧′
8𝜆∗2𝜈 𝛼
𝐶′ = 𝑚𝑥′ +
𝑔𝐾(𝐶0
2𝐷𝑇𝑞2 − 𝐶0𝐷𝑇𝑞2 − 𝛼𝑚𝜆
∗)(𝛽𝐶𝑚𝜆
∗ − 𝛽𝑇𝑞2)
𝐷𝜆∗2𝜈 𝛼
[
𝑍′3
6
+
𝐻2𝑍′
8
]
+8𝐶0𝐷𝑇𝛼𝑞1𝜈𝜆
∗(𝐶0 − 1) + 𝐶0
 (A-5)  
A.1. Separation 
Separation is defined as the difference of mass fractions between the two extremities left and 
right- of the cell and it is given by the following expression: S = m L, where L is the length of 
the cell. To evaluate the constant m at the stationary state, we notice that there is a state of 
stabilization in the horizontal profile of concentration; therefore the mass flow rate of the 
species of mass fraction C through any vertical section is equal zero: 
 ∫ (
𝜕𝜑′(𝑧′)
𝜕𝑧′
. 𝐶′ − 𝐷
𝜕𝐶′
𝜕𝑥′
−𝐷𝑇𝐶0(1 − 𝐶0)
𝜕𝑇′
𝜕𝑥′
)𝑑𝑧′
𝐻/2
−𝐻/2
= 0 (A-6)  
The latter assumption leads to the following cubic equation giving m as a function of the 
dimensional parameters of the problem: 
𝑚3 −
𝐷𝑇𝑞2
𝛼𝜆∗
(C0
2 − 𝐶0 +
2𝛽𝑇𝛼
𝛽𝐶𝐷𝑇
)𝑚2
+
2𝐷𝑇
𝛽𝐶𝜆∗
2 [
𝛽𝑇𝑞2
2
𝛼
(C0
2 − 𝐶0 +
𝛽𝑇𝛼
2𝛽𝐶𝐷𝑇
)
−
5𝜈𝜆∗𝑞1
𝐻2𝑔𝐾
(C0
2 − 𝐶0 −
𝐷2𝜈𝜆∗
𝛽𝐶𝐷𝑇𝐻2𝑔𝐾𝑞1
)]𝑚 −
𝐶0𝐷𝑇𝑞2
𝛽𝐶
2 (
𝛽𝑇
2𝑞2
2
𝛼𝜆∗3
−
10𝛽𝑇𝜈𝑞1
𝜆∗2𝐻2𝑔𝐾
−
120𝐷𝜈2
𝜆∗𝐻4𝑔2𝐾2
)(𝐶0 − 1) = 0 
(A-7)  
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In order to compare the dimensional values with dimensionless ones simple replace of 
dimensional parameters of the binary mixture in the mathematical relationship of Ra and and 
find the densities of flues corresponding to given 𝑅𝑎 and 𝑎. 
 
TABLE A.1 –Comparison of analytical results and those obtained from numerical 
simulations for water (60%) and ethanol (40%) mixture in the case of dimensional and 
dimensionless study. 
Dimensionless values  Equivalent dimensional values 
𝑹𝒂 𝒂 𝒎𝒂𝒏𝒂𝒍 𝒒𝟏[
𝑾
𝒎𝟐
] 𝒒𝟐[
𝑾
𝒎𝟐
] 𝒎𝒂𝒏𝒂𝒍 𝒎𝑵𝒖𝒎 
0.1 0.01 0.04 619.583 6.1958 0.057 0.0577 
0.1 0.1 0.302 568.89 56.889 0.4113 0.415 
0.1 0.5 0.5 417.186 208.59 0.625 0.627 
0.5 1 0.1066 1564.45 1564.45 0.63 0.605 
0.5 0.8 0.128 1738.276 1390.62 0.76 0.735 
1 0.8 0.06 3476.55 2781.24 0.732 0.648 
2 1 0.021 6257.8 6257.8 0.5415 0.4702 
We note that very high separation values could be obtained when using very high flux 
densities, but the validity of the Boussinesq hypotheses should be reexamined in this case 
especially that we use a relatively large cavity. Thereby, the difference between numerical and 
analytical values shown in the table becomes greater. 
A.2. Dependence of mass fraction  
As we mentioned earlier in this paper, in Soret-driven convection, if the mass fraction is 
small, C′(1 − C′) can be replaced by C0(1 − C0). But this hypothesis has to be verified since 
we obtain significant ratios of separation.  For this purpose, many numerical simulations have 
been achieved to compare the mass fraction profile in the two cases. Figure A.2 shows two 
different examples of temporal mass fraction variation, without consideration of the variations 
in mass fraction (solid lines) and with taking into account of  variable C (dotted and crossed 
lines). 
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FIGURE A.2 – The effect of mass fraction dependence, on the temporal evolution of mass 
fraction in the middle of the cavity for: a) cavity subjected to cross heat fluxes of 
densities q1 =  417
W
m2
and q2 = 208 
W
m2
  b) cavity subjected to cross heat fluxes of 
densities q1 =  312
W
m2
and q2 = 312 
W
m2
. 
Little difference between the two curves of about 6% which allows us to simplify the 
nonlinearity in the spices equation by considering 𝐶′(1 − 𝐶′) ≈  𝐶0(1 − 𝐶0).  
In figure A.3 the evolution of the mass fraction gradient as a function of q2 relative to fluxes 
densities 
q2
q1
= 0.7 , 1 and for q1 = 0 were made in the two cases to measure the influence of 
variable C on the separation. Good agreement was also found but we notice a small difference 
in the m values for high lateral flux densities. 
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FIGURE A.3 –Mass fraction gradient in relation to horizontal flux density 𝑞2 for various 
ratios of heat fluxes densities 
𝑞2
𝑞1
 , for water(60%)- ethanol(40%) mixture. 
A.3. Relaxation time 
To illustrate the data presented in figure (5-7), simple procedure could be done by computing 
the time reference scale, and then the equivalent dimensional relaxation time. To calculate the 
volumetric heat capacity the principle of the electric analogy is applied, with the law of 
composition of electric resistors arranged in series or in parallel by analogy with the 
equivalent electrical resistance  
(ρc)∗ = ε(ρc)f + (1 − ε)(ρc)s where (ρc)s is volumetric heat capacity of solid matrix.  
One has  (ρc)∗ = 2.455. 106
j
m3.K
, therefore heat capacity ratio can be calculated σ = 0.63. 
And the value of reference time is tref = 663.45. Subsequently, by reversing the time 
reference scale we find for a = 0.1 the relaxation time is 1197.89 hours, for a = 0.5 the 
relaxation time is 589.73 hours and for a = 1 the relaxation time is 368.58 hours. Just with the 
aim of comparison, the two cases of Ra = 0.1, a = 0.5 and Ra = 0.1, a = 1 where the 
equivalent dimensional values are respectively 𝑞1 = 417.186, 𝑞2 =  208.59 and 𝑞1 =
312.89, 𝑞2 = 312.89   were taken into account and the numerical dimensional simulations 
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were performed to corroborate our dimensionless results. A simple overview at Figure (A-2) 
shows an agreement between that dimensional relaxation time and our calculations. 
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